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DEL A
(1) De tre totalmatriserna
103 -1 3|4 1 030 4|4 1 03 104
013 -12{1],{013¢03|1]J]och|f 013 -30|1
000 110 000110 000 1 1]0
svarar mot linjara ekvationssystem i fem obekantar,, x3, x4, 5.
(a) En av matriserna ar paducerad trappstegsforimvilken? (1)
(b) Valj nagon av matriserna och anvand denna for atifpesia losningsmangden till
motsvarande ekvationssystem. (2)
(c) Avgor om nagon av de andra tva matriserna svarar ndingirt ekvationssystem
med samma lésningsmangd. (1)
Losning.

(a) Det ar den mittersta matrisen som ar pa reduceraggtagsform. Alla tre ar pa
trappstegsform med ledande ettor i forsta, andra octidjkolonnen, men den forsta
och den tredje ar inte eliminerade ovanfor den ledandm effarde kolonnen.

(b) 1 och med att den mittersta matrisen ar pa reduceraupstagsform ar det lattast
att anvanda den. Vi infor en parameter for de bada frizalséerna som svarar mot
kolonnerna utan ledande etta. Vi f&y = s ochx; = t. Darefter kan vi anvanda de
tre ekvationerna for att [dsa ut de bundna variablernafach

r1 =4 —3x3 —4xs =4 — 3s — 3t,
To =1—3z3—3z5=1—3s — 3t,
Ty =— —Ty5—= —t

Darmed ges losningsmangden av
(1,29, 3,24, 05) = (4 — 3s — 4t,1 — 3s — 3t, s, —t, 1)

dars ocht ar reella parametrar.

leng.reduced row-echelon form
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(c) VI kan fortsatta eliminera den forsta och den tredjdrisan till reducerad trapp-
stegsform och far da

1 03 -1 3|4 r1+ 13 1 0 3 0 4|4

01 3 -1 2|1 ~ |ro+r3| ~ 01 3 0 3|1

000 1 1|0 r3 0001T1|0
och

1 0 3 1 04 Ty —1T3 1 03 0 —114

01 3 =3 0|1 |~]|re+3r3|~1 0130 3|1

000 1 1|0 r3 0001 110

| det forsta fallet far vi samma reducerade trappstegsfarch losningsmangden
ar darmed lika med den fran del (b). | det andra falletyiden annan reducerad

trappstegsform och losningsmangden ar darmed en annan
O

Svar:
(a) Den mittersta ar pa reducerad trappstegsform.
(b) Losningsmangden ges &vy, x5, 3, x4, 25) = (4 — 3s — 4t,1 — 3s — 3t, s, —t, 1),
ar s ocht ar reella parametrar.
(c) Den forsta matrisen svarar mot ett ekvationssystemsasuna losningsmangd, me-

dan den tredje inte gor det.
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(2) Den linjara avbildningeff’ : R? — R? uppfyller att
T(1,2) = (3,1,4) och T(1,1) = (2,1,3).
(a) Bestam standardmatrisen for avbildningén (3)
(b) Bestam en bas fdoildrummet till 7. (1)

Losning. (a) For att bestamma standardmatrisenfdoehover vi berakna vardena pa
standardbasvektorerrg = (1,0) oches, = (0, 1). Vi kan gbra det genom att ut-
trycka standardbasvektorerna i de givna vektorera (1,2) ochus = (1,1). Det
gar att se att
Darmed far vi att

T(1,0) =2T(1,1) = T(1,2) = 2(2,1,3) — (3,1,4) = (1,1,2)
och

T(0,1)=T(1,2) — T(1,1) = (3,1,4) — (2,1,3) = (1,0,1).
Vardena pa standardbasvektorerna utgor kolonneraadatdmatrisen som darmed
ar

1
A= 0
1

DO = =

Vi kan ocksa losa problemet genom att se/attppfyller att

3 9
AGD:11
43

och vi far framA som

32\ 1 Nt 32\ 3.(=1)4+2-2 3-1+42-(=1) 11
A=[11 (2 1) =11 (2 _1): 1- (=) 4+1-2 1-1+1-(=1) | =1 0
43 4 3 4.(=1)+3-2 4-143-(=1) 2 1

dar vi beraknat inversen genom Gausselimination:

1 1|1 0 Ty 1 1 10 1+ T2 1 0|-1 1
2 110 1 ro — 27 0 -1/-21 —Ty 01, 2 -1 /)"

(b) Eftersom(1,2) och(1, 1) spanner upp domaneR?, kommer deras bilder att spanna
upp bildrummet. Bilderna av dessa bada vektorer ar intalletla och darmed linjart
oberoende. Alltsa bildai3, 1,4) och (2, 1, 3) en bas for bildrummet.

Vi kan ocksa se bildrummet som kolonnrummet for standatrisen och eftersom
kolonnerna ar linjart oberoende utgor dessa en basdidonkrummet.

O

%eng.range
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Svar:
11
(a) Standardmatrisen for avbildningendie= |1 0 |.
2 1
(b) En bas for bildrummet ges av exempely{8, 1,4), (2,1, 3)}.
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(3) Vektorernav = (1,1,0) ochw = (0, —1, 1) spanner upp ett plaiv i R3.

(a) Bestam en vektar; som ar parallell med, och som har langdl. (1)

(b) Bestam en vektan, sa att{u;, u,} utgor en ortonormal bas for planet. (2)

(c) Nar vi beraknar kryssprodukten x u, far vi en normalvektor till’ som redan ar
normerad dvs som har langd. Varfor? (1)

Losning. (a) Vi har attu; = av dara ar en konstant. Langden, elleormen avu, blir
dalallv|] = |a]v12+ 12 + 0% = |a|v/2. Allts& kan vi valjaa som+1/+/2 och far
texw; = (1/v/2,1/+/2,0).

(b) Vi kan anvanda Gram-Schmidts metod for att bestamemaashdra vektorn och far

(39) (o)
:(0,—1,1)+i (i,%,o

Uy = —Vo

B \/(1/2)2 + (1—1/2)2 +12 (% _%’ 1)
() -G )

Alltsa utgbr%(l, 1,0) och %(1, —1,2) tillsammans en ortogonal bas fir.

(c) Nar vi bildar kryssprodukten av de tva vektorernavigen vektor som ar ortogonal
mot bagge och darmed ortogonal mot planet. Langden atokekjes av arean av
parallellogrammen som spanns uppm\ochu,. Eftersom dessa utgor en ortogonal

bas for planet spanner de upp en kvadrat med sidears area ocksa arareaenhet.
O

Svar:

(@) u; = (1/v/2,1/4/2,0) ar parallell meds och har langd ett.

(b) u, = (1/v6, —1/4/6,2/+/6) utgor tillsammans med, en ortogonal bas for planet
w.
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DEL B

(4) En linjey = kx + m ska anpassas till punkterga2, 1), (1, 2), (4,2) och(7,6).
(a) Bestam de varden pa konstanteinach m som ger bast anpassning i minsta-

kvadratmening. (3)
(b) Rita utlinjen tillsammans med punkterna i ett koordayatem och illustrera vad det
ar som har minimerats for dessa varden pa konstanterna. (1)

Losning. (a) Vi satter in de fyra vardena i ekvationén 4+ m = y och far da ett
overbestamt ekvationssystem

-2k + m = 1,
1 + m = 2,
4k + m = 2,
% + m = 6.

7
1

— = =
DN DN

DO L [

den mellan hogerled och vansterled ar sa liten somigtpjlilket hander nar denna
vektor ar ortogonal mot kolonnrummet till koefficientrmaén. Vi leds darmed till
-2 1
-2 1 4 7 1 E\ (-2 14
11 11 4 m) 1 11
vilket ar ekvivalent med
70 10 E\ (50
10 4 m) \11
70 10|50
10 4|11
och far
70 10150\ [ &mo | (1 % % = (10
10 4|11 ry— 31 0 2| ) 01
x/2 + 3/2 passar bast till punkterna.
(b)
just denna linje, vilket i det har fallet &t /2)* + 02 + (3/2)% + 12 =7/2 = 3,5. O
Svar:

For att hitta den l6sning som ar bast i minsta-kvadraimg ser vi pa nar skillna-
normalevationem ™ Ax = ATb, dvs
7
Vi kan losa detta ekvationssystem med hjalp av Gaussaditioin pa totalmatrisen
Alltsa ges minsta kvadratlosningen &v= 1/2 ochm = 3/2, dvs linjeny =
Det ar summan av kvadraterna av de vertikala avvikelsesnatsar minimerats for
(@) k=1/2ochm = 3/2.
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yﬂ

o X

FIGUR 1. Linjen tillsammans med de fyra punkterna.

(b) Summan av kvadraterna av avvikelserna, i detta falehndnsta vardet /2 = 3,5.
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(5) (a) Forklara varfor matrisen

2 0 4
A=10 8 0
4 a 2
ar ortogonalt diagonaliserbar precis bara@m 0. (1)
(b) Bestam da = 0 en ortogonal matri$ sadan at’” AP blir diagonal. (3)

Losning. (a) En kvadratisk matris har en ortogonal bas av egenvekboneoch endast
om den ar symmetrisk enligt en sats ur boken. At= AT betyder i vart fall pre-
cis atta = 0, eftersom resten av matrisen ar symmetrisk. Alltsa komdea vara
ortogonalt diagonaliserbar om= 0.

(b) Vi behover forst bestamma egenvarden och egenkekiiden karaktaristiska ekva-
tionen ges avet(A — AI) = 0. Vi har att

2—A 0 4
det(A—A) =| 0 8=\ 0 :(S—A)’ N ’

4 0 2—A
=B8=N((2=-22=4H)=B8-N2-A=-4)2-)X+4)
=(8=XN)(=2=X)(6-2A).

Egenvardena, som ar rotterna till den karaktaristedszationen, ar darmetl = —2,

A =60ch\=8.

Vi far motsvarande egenvektorer genom att losa det hommg&vationssystemet
med koefficientmatrist — \ for dessa varden p& Vi far for A = —2

2 —(-2) 0 4 0 %rl 10 1]0
0 8 —(—2) 0 0 ]~]| 52 |~|010/0
4 0 2—(=2)|0 T3 — 7T 00 0|0

och losningen ges a\ty, 25, x3) = (—t,0,t), dart ar en parameter.
For A = 6 far vi

2—6 0 4 10 —r 10 —1|0
0 8—06 0 0 | ~ %rg ~1 01 010
4 0 2—61|0 T3+ 11 0 0 0160
och lésningen ges a\ty, 25, x3) = (,0,t), dart ar en parameter.

For \ = 8 far vi

2-8 0 4 10 1 0
0 8=8 0 |0 |~ |rm+2r|~100 =80
4 0 2-81/0

och losningen ges ay, 25, x3) = (0,¢,0), dart ar en parameter.

De tre egenvektorernd, 0,1), (1,0, —1) och (0, 1, 0) tillhor olika egenvarden och
ar darmed automatiskt ortogonala. For att hitta en anad)basbytesmatri® som
diagonaliserarl behover vi nu bara normera egenvektorerna. Vi hal( atd, 1)| =
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(1,0, —1)] = v/2 0ch|(0,1,0)| = 1. Alltsa far vi en ortogonal matris som diagona-

liserarA som
1 1 0
V2 V2
P=10 0 1
L _1 9
V2 V2
och
6 0 0
PTAP=P'AP=|0 -2 0
0 0 8
O
Svar:

1 1
. V22 .
(b) MatrisenP = 0 0 1] gorattPT AP ar diagonal.
1 1
z
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(6) For alla heltah > 2, Iat A,, varan x n-matrisen som man far om man skriver upp talen
1,2,...,n%iordning, rad for rad. Till exempel ar

1 2 3
A2:<1 2) ochAs= [ 4 5 6
78 9

3 4
(a) Beraknalet A,. (1)
(b) Beraknalet A3 med hjalp av radoperationer. (1)
(c) Visa attdet A,, = 0 for n > 3 genom att pavisa ett linjart beroende mellan kolon-
nerna. (2)

Losning. (a) Vi beraknardet A,, exempelvis med kofaktorutveckling, eller med den
kanda formeln och far

det<1 2):1-4—2-3:4—6:—2.

3 4
(b) Vi kan beraknalet A3 med radoperationer genom
1 2 3 T 1 2 3
det| 4 5 6 =det | ry—4r; | =det| 0 -3 —6
7 8 9 T3 — 77“1 0 —6 —12
1 1 2 3
= det T9 =det| 0 —3 —6 =0
rs — 27’2 0 0 0

eftersom determinanten av en matris med en nollrad aliticbH.

(c) Eftersom elementen i varje rad vaxer med ett fran koldlhkolonn kommer varje
kolonn utom de tva yttersta att vara lika med medelvardedeabada narstaende.
Darmed har vi linjara relationer

Ci —2Ci41 +Cig2 =0

fori=1,2,...,n—2,0mn > 3. Om kolonnerna ar linjart beroende ar determinan-
ten alltid noll enligt kand sats.
O
Svar:
(a) det A2 = —2.
(b) det A3 = 0.

Var god \and!
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DeL C

(7) Bestam kortaste avstandet mellan punkters, 5) och skarningslinjen mellan planen
20 —z = —10ochy = 2i R3. 4)

Losning. Vi skriver linjens ekvation pa parameterform. Vi ser @tty, z) = (1,2,3) ar
en punkt pa linjen. Vektorprodukten (kryssprodukten) éanpns normaler ger linjens
riktning:

(2,0, —1) x (0,1,0) = (1,0,2).
Alltsa har linjen ekvationen

(x,y,2) = (1,2,3) + t(1,0,2).

Kortaste vagen fran punkt€fi, 6, 5) till den givna linjen ar att ga ortogonalt mot lin-
jens riktningsvektof1, 0, 2). Vi vill alltsa hittat sa att(1, 0, 2) ar ortogonal mot
(1,2,3) +t(1,0,2) — (7,6,5) = (t — 6, —4,2t — 2).
Nu ar
(1,0,2) - (t —6,—4,2t —2) =t — 6+ 4t — 4 = 5t — 10,

vilket ar noll om och endast om = 2. Avstandet ges av langden pa vektdin—
6,—4,2t — 2) = (—4, —4,2), vilken ar

V(=42 + (42 +22 = V16 + 16 + 4 = V/36 = 6.
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(8) Lat V vara vektorrummet av symmetrisRax 2-matriser, och l1af" : V — V vara
avbildningen som som ges 8(A) = PAP forallaAi V, dar

po(00).

(a) Visa att
1 0 01 00
{0 o) (10) (00}
ar en bas fow/. (1)
(b) Visa attT" ar en linjar avbildning fraiv till V. (1)
(c) Bestam matrisen foF med avseende pa basBn (2)

Losning. (a) Vektorrummet/ bestar av alla symmetriskax 2-matriser. Varje symmet-
risk 2 x 2-matris kan skrivas som

(o

for nagra reella tak, b ochc. Detta betyder att den kan skrivas som

(o) (o) <)

Dessutom bestammer talenb och ¢ matrisen fullstandigt och darmed ar uttrycket
unikt. Detta ar detsamma som att de tre matrisénagor en bas foi’.

(b) Att 7" ar enlinjar avbildning innebar ati’(A; + Ay) = T(A;) + T'(A2) och att
T(kA) = k(A), for alla matriserd,, A, A i V och alla skalarek:.
Vi kontrollerar att

T(A;+ As) = P(Ay + Ay)P = PALP + PAYP =T(Ay) + T(Ay)

dar vi utnyttjat den distributiva lagen for matrismultiationen.
Vidare ser vi att

T(kA) = P(kA)P = kPAP = kT(A)

dar vi utnyttjat att mulitplikation med skalar kan gorfése eller efter matrismulti-
plikationen.

Vi behover ocksa kolla aff’(A) verkligen ligger iV for alla A i V. Detta ser vi
genom att

(PAP)T = PTATPT = (—=P)A(—P) = PAP

om A = AT eftersomP ar antisymmetrisk och uppfylle?™ = —P.
(c) For att bestamma matrisen for med avseende pa baséhbehover vi berakna
bilderna av de tre basvektorerna och uttrycka dessa i dea digsen.
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Vi far att

(s o) - K (s 8)(0_? 0)=(0)(00)

(3 o) 0?13))(? (= o)=(S o)1)
00 (0 EN (=200
SR

Eftersom bilderna av basvektorerna omedelbart blev lktaymed samma basvek-
torer far vi direkt matrisen

00 -1
01 0
-1 0 0

for avbildningenl” med avseende pa basBn

Svar:

(c) Matrisen for avbildningeff relativt basenB ges avA =

_— o O
O = O
@)
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(9) Betrakta matrisekvationen
A3 =24% — A,
(a) Ge ett exempel pa ehx 3-matris som uppfyller ekvationen och som varken ar
nollmatrisen eller identitetsmatrisen. (1)
(b) Visa att0 och 1 ar de enda mojliga egenvardena for kvadratiska matsise upp-
fyller ekvationen oavsett storlek. (3)

Losning. (a) Om vi ser pa diagonalmatriser uppfyller dessa ekvatioom och endast
om alla dess diagonalelement uppfyller ekvationen. Vi e = 22% — z ar
ekvivalent medr(z? — 2x + 1) = 0, dvsz(z — 1) = 0. Alltsa kan vi valja en
diagonalmatris med ettor och nollor pa diagonalen, exédvigpe

1 00
A=10 1 0
000
som varken ar nollmatrisen eller identitetsmatrisent fidms sex olika sadana ma-

triser.)

(b) Latv vara en egenvektor till och A motsvarande egenvarde. Da gallertt= \v.
EftersomA? = 24% — A, farvi att0 = A3v — 24%0 + Av = X0 — 2 %0 + \v =
A(A — 1)%v. Eftersomv # 0, arA = O eller A = 1.

0




