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UPPGIFT

(1) L&tV vara mangden av vektorér,, xo, x3) i R3 som uppfyllerz; + x5 + z3 = 0, dvs ar
ortogonala mot vektorfi, 1, 1).

(a) Visa attl” ar ett underrurhi R?. (2)
(b) En bas fo ges avB = { (1, 0,—1), (1,—1, 0) }. Bestam koordinaterna for vek-
tornv = (1, -2, 1) med avseende pa basBn (2)
- 1 -1 2
(2) 1 denna uppgift arA = [_3 3 _6 ]

(a) Bestam en bas for nollrummieill A och en bas for radrumneill A. (Kontrollera
garna rakningarna genom att se att de bada rummens amsaredkr ortogonala mot

varandra.) )
(b) Bestam en bas for kolonnrumriétl A och en bas for nollrummet tild". (Aven
har kan rakningarna kontrolleras pa samma satt som.pvan (2)

(3) Den har uppgiften handlar om linjara avbildningarfi?? till R? och deras standardma-
triser. Lat(z, y) vara koordinaterna i ett ratvinkligt koordinatsystef®i
(@) LatT; : R? — R? vara rotationen kring origo med en vinkel pé (7 /2 radianer)

moturs. Bestam standardmatrisei for 77. (1)
(b) LatT, : R? — R? vara speglingen i linjey = —x. Bestam standardmatriseR,
for Ts. (1)
(c) Bestam standardmatriseni, for sammansattningef, o 7. (1)
(d) AvbildningenTs; o T ar en spegling. | vilken linje? Motivera ditt svar. (1)
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eng.subspace, kallas ocks@lelrum pa svenska.
eng.null space

eng.row space

eng.column space
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LOSNINGSFORSLAG

(1) (a) Mangderi/, som ar en delmangd &?, ar ettunderrum (eller delrum) i R3 om det
for varje par av vektoren ochv i V och varje skalat galler att de bada vektorerna
u+ v ochk -uliggeriV.

Antag alltsa attu = (uy, us, uz) ochv = (vy, vy, v3) ar tva vektorer som bada
ligger iV, dvs uppfylleru; + uy + us = 0 ochv; + vy + v3 = 0, samt attk ar en
skalar (reellt tal). Lav = u + v ochq = k& - u. Vi ska visa att bade ochq ligger
iV.
Vi har att
w = (wy, wa, ws) = (U1, Uz, uz) + (v1, va, v3) = (U1 + v1, Uz + V2, Uz + v3)

, sa vi far att

w1+w2—i—w3 :U1+U1+U2+U2+U3+U3 = (U1+U2+U3)+(U1+U2—|—U3) :0+0:0,

vilket visar attw liggeri V.
Vidare har vi har att

q= (Q17 q2, Q3) =k- (Uh Uz, U3) = (kuh kua, ku?))u
sa vi far att
G+ @+ g3 = kuy + kug + kuz = k(u1 + us +uz) = k0 =0,

vilket visar att avery liggeriV.
Darmed an/ ett underrum.

(b) Att B = {u;, wa} = {(1,0,-1), (1,—1,0)} ar enbas till underrummetV’
innebar att varje vektov som ligger iV pa ett entydigt satt kan skrivas pa formen
VvV = ¢ - 0y + ¢ - uy, dar skalarerna; ochc, ar koordinaterna for v i den givna
basenB.
Speciellt bestams koordinateraaochc, for vektornv = (1, —2, 1) ur villkoret
(1,=2,1) =¢; - (1,0, =1) + ¢y - (1, -1, 0).
Detta ar ett linjart ekvationssystem, i de obekantachc,, med totalmatrisen

1 1 1

0 —1|-2

-1 0 1

som med nagra elementara radoperationer dverfors till
1 0]-—1
0 1 2
0 0| O

Y

Ur denna totalmatris pa reducerade trappstegsformenikasavav at:; = —1 och
co = 2, vilket alltsa ar de sokta koordinaterna for

Anmarkning: Vi kunde (och borde kanske) ha borjat medattiollera att den givha
vektornv ligger iV, genom att konstatera atf + v, +v3 =1 -2+ 1 = 0. Men
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eftersom ekvationssystemet ovan hade losning kan \a éralSlutsatsen attligger
i V. Om vi hade forsokt bestamma koordinaterna for en wesoon inte ligger iV,
tex(1,—1, 1), sa hade tredje hdgerledet i den sista totalmatrisen loh # 0.

(2) Vi ska losa uppgiften med en generell metodik, aven etrf@ denna lilla matris gar att
hitta vissa av baserna pa ett enklare satt.

(@)

(b)

Vi startar med att medelst elementara radoperatiovenfora den givna matrisef
till reducerad trappstegsform. (Gauss-Jordans metod.)

]

1 -1 2
3 3 —6

0 0 0 } R

R har erhallit genom att 3 ganger forsta radex har adderat till andra rademA.
MatrisenR ar pa reducerad trappstegsform med enbart en trapptiegse
Nollrummet till en matris paverkas inte av elementaraoptationer, sa nollrum-
men till A och R ar desamma. Den fullstandiga losningen till systeiRet = 0
erhalls genom att satta de “fria” variablermaoch x5 till ¢ respektives, och sedan
uttrycka den “bundna” variabelry i ¢ ochs. Detta ger att

(1, T2, x3) = (t —2s,t,5) =t-(1,1,0) + s - (—2,0,1).

Ur detta foljer att de bada vektorerfia 1, 0) och(—2, 0, 1) utgor en bas for nollrum-
met till matrisenR,, och darmed utgor de en bas aven for nollrummet till matr
A.

Radrummet till en matris paverkar inte heller av elementadoperationer, sa rad-
rummen till de bagge matriserr@ och R ar desamma. De nollskilda raderna i
matrisenR (som ar pa trappstegsform) ar alltid linjart oberoendh utgor en bas
till radrummet forR, och darmed aven till radrummet fér. | detta fall utgor alltsa
den ensamma vektofn, —1, 2) en bas for radrummet tilA

Man kan konstatera att denna basvekior1, 2) for radrummet tillA &r ortogonal
mot var och en av de bagge basvektorgina, 0) och(—2, 0, 1) for nollrummet till
A. Detta ar som det ska, eftersom nollrum och radrum ar ortata komplement
till varandra. (Radrummet bestar av alla linjarkombioaér av raderna A medan
nollrummet bestar av alla vektorer som ar vinkelrata adtat rader iA).

Nu overfor vi, medelst elementara radoperationatrisenAT till reducerad trapp-

stegsform.
1 -3 1 -3 i
AT = | -1 3 — 0 0]=R
2 —6 0 0

R har erhallit genom att forsta radem\l har adderat till andra radenA™ och (-
2) ganger forsta radenAT har adderat till tredje radenA™. R ar pa reducerad
trappstegsform med enbart en trappstegsetta.

Nollrummen till AT och R ar desamma. Den fullstandiga [6sningen Rii = 0
erhalls genom att satta den “fria” variabedstill ¢+ och sedan uttrycka den “bundna”
variabelnu; i t. Detta ger ati{u;, us) = (3t,¢) = t - (3,1), ur vilket foljer att



vektorn(3,1) utgdr en bas for nollrummet tilR, och darmed aven for nollrummet
till AT.
Radrummen tillAT ochR ar ocksa desamma. De nollskilda raderRatitgor en bas
till radrummet forR, och darmed aven for radrummet tF . | detta fall utgor alltsa
den ensamma vekto(ni, —3) en bas for radrummet tiIA". Men radrummet foA"
ar ekvivalent med kolonnrummet féx, vilket innebar att vektorril, —3) utgor en
bas aven for kolonnrummet tiAl..
Man kan konstatera att denna basvektor-3) for radrummet tillA" (och kolonn-
rummet till A) ar ortogonal mot basvektor(3, 1) for nollrummet till AT. Detta ar
igen som det ska. (Kolonnrummet till bestar av alla linjarkombinationer av kolon-
nerna iA medan nollrummet tillAT bestar av alla vektorer som ar vinkelrata mot
alla kolonner iA).
Anmarkning: Ett alternativt satt att bestamma en bakdonnrummet tillA ar att
valja ut de kolonner A som svarar mot “trappstegsettolRifran (a)-uppgiften. Det
leder till att forsta kolonnen A utgor en bas for kolonnrummet til, med samma
svar som ovan. Pa motsvarande satt kan man bestamma f&m kal®nnrummet till
AT (och darmed aven for radrummet tAl) genom att valja ut de kolonneA™ som
svarar mot trappstegsettdRi. Aven det ger samma svar som ovan (i detta exempel).
(3) (a) Eftersom rotationen ar en linjar avbildning karnsiriva upp standardmatrisen for
avbildningen om vi kanner till bilden av standardbasvedtoa. | detta fall kommer
e, attroteras tille, oche, till —e,, forutsatt att koordinatsystemet ar hogerorienterat.
Alltsa ges forsta kolonnen &9, 1) och andra ay—1, 0). Standardmatrisen ges av

A:G’ —01).

(b) P& samma satt som i forsta deluppgiften behover sidmema bilderna av basvek-
torerna. Denna gang spegkastill —e, oche, speglas till—e,. Vi far darmed stan-

dardmatrisen
0 -1
B_<_1 0).

(c) Standardmatrisen for sammansattningen ges av matdskten av de bada stan-
dardmatriserna far; och7y. Vi far darmed standardmatrisen

B (0 —-1\/0 -1\ (0-0-1-1 O0-(-1)—1-0\ (-1 0
C_BA_<—1 0)(1 0)_<—1-0+0-1 —1-(—1)+O-0)_<0 1)'
(d) Eftersom den andra basvektorn bevaras ar det en spegtaxeln.

Svar:
(1) (b) Koordinaterna fox ar (—1, 2).
(2) (@) {(1,1,0),(—2,0,1)} ar en bas for nollrummet tild och{(1, —1,2)} ar en bas for
radrummet tillA.
(b) {(3,1)} ar en bas for nollrummet tilk™ och{(1, —3)} utgdr en bas for kolonnrum-
met till A.



(3) (a) Standardmatrisen @ ar A = ((1) _01)
(b) Standardmatrise faf, ar B = (_01 _01>
1

(c) Standardmatrisen f&f, o 77 arC' = (_0 (1)) .
(d) Det ar en speglingy-axeln.



PRELIMINARA BEDOMNINGSKRITERIER

Mindre raknefel ger i allmanhet inget avdrag, om de irdsexitligen forandrar karaktaren hos
uppgiften.

(1) e Korrekt kontroll av attl” ar slutet under addtion eller multiplikation med skalr,
poang.
Korrekt slutford kontroll av att/ ar ett delrum iR3. , 1 poang.
Korrekt uppstallda villkor pa koordinaternapoang.
Korrekt bestamda koordinatdr,poang.
Korrekt bestamd bas for nollrummet til, 1 poang.
Korrekt bestamd bas for radrummet t] 1 poang.
Korrekt bestamd bas for kolonnrummet tl 1 poang.
Korrekt bestamd bas for nollrummet till™, 1 poang.
(3) (a) Korrekt motiverad standardmatri, 1 poang.
(b) Korrekt motiverad standardmatri8, 1 poang.
(c) Korrekt motiverad standardmatris, 1 poang.
(d) Korrekt motiverat svar]. poang.

(2)



