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Lösningsf̈orslag med bed̈omningskriterier till kontrollskrivning 2

Måndagen den 14 februari, 2011

(1) Låtu = (1, 2) ochv = (1, 1) vara två vektorer iR2.
(a) Visa att vektorernau ochv utgör en basB för R2. (2)
(b) Linjen L har ekvationen2x − y = 1 när den uttrycks i koordinaterna(x, y) med

avseende på standardbasen iR
2. Bestäm ekvationen för linjen om den uttrycks i

koordinaterna(x′, y′) med avseende på basenB. (2)

L ÖSNINGSF̈ORSLAG

(a) Eftersom det är två vektorer ochR2 är tvådimensionellt är det samma sak att kolla
att de utgör en bas som att kolla att de är linjärt oberoende. Detta kan vi exempelvis
göra genom att beräkna determinanten av matrisen med dessa vektorer som rader.
Vi får

det

[

1 2
1 1

]

= 1 · 1 − 2 · 1 = −1

och eftersom determinanten är skild från noll är vektorerna linjärt oberoende och
utgör en bas förR2.

(b) Vi kan skriva up basbytesmatrisen från basenB till standardbasen som

P =

[

1 1
2 1

]

Om (x′, y′) avser koordinaterna med avseende på basenB får vi därmed att
[

x

y

]

=

[

1 1
2 1

] [

x′

y′

]

När vi nu sätter in detta i ekvationen för linjen får vi

2x − y = 1 ⇐⇒ 2(x′ + y′) − (2x′ + y′) = 1 ⇐⇒ y′ = 1.

(2) LåtT : R
2
→ R

3 vara en linjär avbildning sådan att

T (1, 2) = (3, 1, 2) och T (1, 1) = (1, 1, 3).

(a) Bestäm standardmatrisen förT . (3)
1



2

(b) Bildrummet (eng.range) till T utgör ett planW i R
3. Bestäm en ekvation förW . (1)

L ÖSNINGSF̈ORSLAG

(a) Eftersomf1 = (1, 2) och f2 = (1, 1) inte är parallella är de linjärt oberoende och
utgör en bas förR2 och vi kan använda basbytesmatrisen för att uttrycka standard-
basvektorerna i denna bas.

[

1 1 1 0
2 1 0 1

]

∼

[

r1

r2 − 2r1

]

∼

[

1 1 1 0
0 −1 −2 1

]

∼

[

r1 + r2

−r2

]

∼

[

1 0 −1 1
0 1 2 −1

]

Med andra ord kan vi skrivae1 = −f1 + 2f2 oche2 = f1 − f2.
Därmed kan vi beräkna bilderna av standardbasvektorernaunder avbildningenT
som

T (e1) = T (−f1 + 2f2) = −T (f1) + 2T (f2) = −(3, 1, 2) + 2(1, 1, 3) = (−1, 1, 4)

och

T (e2) = T (f1 − f2) = T (f1) − T (f2) = (3, 1, 2)− (1, 1, 3) = (2, 0,−1).

Dessa vektorer utgör kolonnerna i standardmatrisen förT som därmed är

A =





−1 2
1 0
4 −1



 .

(b) För att hitta en ekvation för planetW som går genom origo räcker det att hitta en
normalvektor. Denna normalvektor ska vara ortogonal mot alla vektorer iW och vi
kan få en sådan genom att bilda kryssprodukten av två vektorer som ligger iW , till
exempel de två givna vektornau = (3, 1, 2) ochv = (1, 1, 3). Vi får

n = u× v = (1 · 3 − 2 · 1, 2 · 1 − 3 · 3, 3 · 1 − 1 · 1) = (1,−7, 2).

En ekvation för planet ges därmed avx − 7y + 2z = 0.
(3) För de tre vektorernau, v ochw gäller att







u + 2v − w = (1, 2, 3),
u + 3v − 2w = (0, 1, 1),

2u + v + 2w = (1, 0, 1).

Avgör om vektorernau, v ochw utgör en bas förR3. (4)
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L ÖSNINGSF̈ORSLAG

De tre vektorernag1 = (1, 2, 3), g2 = (0, 1, 1) ochg3 = (1, 0, 1) är linjärt beroende
som vi kan se genom Gausselimination på matrisen med dessa som kolonner:





1 2 3
0 1 1
1 0 1



 ∼





r1

r2

r3 − r1





∼





1 2 3
0 1 1
0 −2 −2



 ∼





r1 − 2r2

r2

r3 + 2r2



 ∼





1 0 1
0 1 1
0 0 0





Genom att se på nollrummet till denna matris ser vi att de trevektorerna alla är ortogonal
mot vektorn(1, 1,−1) ligger därmed i planet med ekvationx + y − z = 0.

Å andra sidan är matrisen som ger relationen mellanf1, f2, f3 med vektorernag1, g2,
g3 inverterbar, eftersom





1 2 −1 1 0 0
1 3 −2 0 1 0
2 1 2 0 0 1



 ∼





r1

r2 − r1

r3 − 2r1



 ∼





1 2 −1 1 0 0
0 1 −1 −1 1 0
0 −3 4 −2 0 1



 ∼





r1 − 2r2

r2

r3 + 3r2





∼





1 0 1 3 −2 0
0 1 −1 −1 1 0
0 0 1 −5 3 1



 ∼





r1 − r3

r2 + r3

r3



 ∼





1 0 0 8 −5 −1
0 1 0 −6 4 1
0 0 1 −5 3 1





Alltså kan vi uttrycka vektorernau, v ochw som






u = 8g1 − 5g2 − g3

v = −6g1 + 4g2 + g3

w = −5g1 + 3g2 + g3

vilket visar att de också ligger i planet med ekvationx + y − z = 0.

Svar:
(1) (b) Linjens ekvation äry′ = 1 i de nya koordinaterna.

(2) (a) Standardmatrisen förT ges avA =





−1 2
1 0
4 −1



.

(b) Ekvationen för planet ges avx − 7y + 2z = 0.
(3) De tre vektorerna utgör inte en bas förR

3.
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PRELIMIN ÄRA BEDÖMNINGSKRITERIER

Mindre räknefel ger i allmänhet inget avdrag, om de inte v¨asentligen förändrar karaktären hos
uppgiften. För mer än två poäng på en uppgift krävs attdet finns förklarande text. För full poäng
krävs att lösningen är välpresenterad med bra förklarande text till beräkningarna.

(1) (a) • Korrekt motivering till att vektorerna spänner uppR
2, 1 poäng.

• Korrekt motivering till att vektorerna är linjärt oberoende,1 poäng.
(b) • Korrekt koordinattransformation,1 poäng.

• Korrekt beräknad ekvation,1 poäng.
(2) (a) • Korrekt princip för att bestämma standardmatrisen,1 poäng.

• Korrekt beräknad bild av en standardbasvektor,1 poäng.
• Korrekt slutförd beräkning av standardmatrisen,1 poäng.

(b) • Korrekt beräknad ekvation,1 poäng.
(3) • Korrekt princip för att avgöra om vektorerna är linjärtoberoende,1 poäng.

• Korrekt användning av relationerna för att uttryckau, v ochw i de givna vektorena,
1 poäng.

• Korrekt kontroll av att de givna vektorerna är linjärt beroende,1 poäng.
• Korrekt slutförd kontroll av attu, v ochw inte är en bas förR3, 1 poäng.


