SF1626 Flervariabelanalys
Svar och 16sningsforslag till Tentamen 14 mars 2011, 08.00 - 13.00
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(1) Visa att funktionen f(z,y) = y—2+x2 sin <y> ar en 16sning till differentialekvationen
T T

Losning: Vi beridknar de partiella derivatorna
i 4

8_J; = —2% + 2 sin <%) + 22 cos (%) (—1)%.
och

0 3 1

—f = éJ:y—2 + 22 cos (Q) —.
dy x x/) x

Insatt i den givna ekvationen far vi

V.L.==x (—21—2 + 2 sin (Q) + 22 cos (Q) (_1)£
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5 227 sin <E> = 2f(z,y)H.L.

Funktionen f(z,y) uppfyller alltsa given differentialekvation.

(2) Berdkna volymen av det omrade som ligger mellan ytorna
2 =3x% 4 3y> + 10 och z = 18 + 22 + 4.
Losning: Skarningskurvans projektion pa xy-planet ges av
3224+ 32 +10 = 18+ 2% +9? < 222 +2y?> =8 = 2?2 +y* = 4. Alltsa ligger
omradet ovanfor cirkelskivan D = {(z,y) : 22 + y* < 4.} (Anmérkning: Ytorna #r
rotationsparaboloider.)

Vi betecknar fi(z,y) = 322+ 3y*+ 10 och fy(x,y) = 18 + 2+ y?. Substitutionen
(z,y) = (0,0) i bada funktioner visar att fo(z,y) > fi(z,y) for (z,y) € D.
Darfor

V= [ [ (he) = fiw.pdady = [ [ (820~ 2ydsiy

Med hjélp av polédra koordinater = = r cos ¢,y = rsin ¢, drdy = rdrd¢ far vi

2w 2
V= // (8 — 2r®)rdrdy = /dgp/(&“ —2r®)dr = 27 -8 = 167
D
0 0

Svar: 167.




(3) Vektorfiltet F ges av F(z,y) = (2zy + v°, 2* + 3zy?).
a) Visa att filtet F &r konservativt och bestdm en potentialfunktion till F'.
b) Berdkna kurvintegralen fﬂ/ F-dr da v 16per lings parabeln y = 22 fran punkten
(1,1) till punkten (2,4).
Lésning: a) Sitt P(z,y) = 22y + y> och Q(x,y) = 22 + 3zy?, sa att F = (P, Q).
Eftersom g—f = 2z + 3y% = 8—P i hela planet har F en potential U(z,y) i hela

planet sadan att P = 0_U och Q) = —U.Vi bestdmmer U:
ox dy

ou
U—/a—dx—/Pda:— /2xy+y3dx—x2y+:cy3+h(y)
x
dar h(y) ar nagon tillsvidare obekant funktion. Genom att nu derivera detta utryck
for U med avseende pa y och kréiva att detta ar lika med @ far vi
22 +3xy* 0 (y) = 2?3y = R'(y) =0 = h(y) = C,dér C dr en godtycklig konstant.
Vi viiljer C' = 0 och far potenialen U(z,y) = 2%y + zy°.

b) Eftersom filtet F &r konservativt ges den sokta integralen av skillnaden i

potential, dvs

/F~dr:U(2,4)—U(1,1) =16+ 128 — 2 = 142
.
(Integralen kan ocksa latt beriknas genom parametrisering av kurvan.)

Svar: a) T ex U(z,y) = 2%y + zy> b) 142




(4)

3

Funktionen T'(x,y, z) = (2x 4+ 3y)e™* beskriver temperaturen i en viss del av rum-
met.

a) I vilken riktning utgaende fran punkten (1,1,0) &r temperaturokningen per
langdenhet som storst? (2 p)

b) Berdkna med hjilp av linjar approximation ett narmevérde till hur mycket
temperaturen 6kar om man ror sig en tiondels lingdenhet ifran punkten (1,1,0) i
riktning mot punkten (3,3, 1). (2 p)

Losning: a) Okningen #r som snabbast i gradientens riktning. Vi berdknar gra-
dienten grad T'(z,y, z) = (2¢7*,3e™*, —(2x + 3y)e™?), och i punkten (1,1,0) far vi
grad T'(1,1,0) = (2,3, =5).

b) Vektorn v = (3,3,1) — (1,1,0) = (2,2,1) pekar i den angivna riktningen. Vi
soker nu en vektor h = (h, k, 1) som pekar i v:s riktning och som har lingden 1/10.
Eftersom |v| = v/22+22+4+12 = 3 dr h = (h, k,1) = 1/30v = (2/30,2/30,1/30).
Den linjéra approximationen till temperaturckningen AT ges av

AT = grad T(1,1,0) - (h, k, 1) = (2,3, —5) - (2/30,2/30,1/30) = 1/6.

Svar: a) I gradientens riktning, grad 7'(1,1,0) = (2,3, —5). b) Temperaturen
okar med approximativt 1/6.

Berékna trippelintegralen

J[[ = dzaya:

da K ar det omrade i rymden som begrinsas av de tre koordinatplanen x = 0,
y =0 och z =0 samt planet x —y — 2+ 1 =0.

Losning: Planet x —y — 2 + 1 = 0 gar genom de tre punkterna (—1,0,0),
(0,1,0) och (0,0,1). Omradet K beskrivs av olikheterna (rita figur!) —1 <z <0,
0<y<l4+zoch0<z<1l+x—y. Vifar

0 pltz pliz—y 0 1+z
/// xdrdydz = / / / rdzdydx = / a:/ [2]6T" 7Y dy dx
K -1Jo 0 -1 Jo
0 1+z 0
:/ 3:/ 1—|—.7c—ydyda::/ oy +zy — y* /25T da
—1 0 1
0

= / 222+ 2% +2/2dr = —1/24.
-1

Svar: -1/24




(6) Beréikna flodet av filtet F(z,y, z) = (y, —x,4) genom den del av ytan z = 1 —xz? —y?

diar z > 0, y > 0 och z > 0. Ytstycket ar orienterat sa att normalvektorfialtet har
positiv z-komponent.

Losning: Ytan dr en funktionsyta z = f(x,y). Ytan skir xy-planet lings cirkeln
2?2 +1y? =1, och z > 0 ér ekivalent med att 22 + 3?> < 1. Lat D beteckna mingden
D = {(z,y) € R? : 22 +y?> < 1,z > 0,y > 0}. Med normalvektorfiltet till ytan
(med positiv z-komponent) n = (—f., —f/ 1) = (2x,2y, 1) ges flodet av

x? Yy

// F - -ndxdy = // (y, —x,4) - (22,2y, 1) dedy = // 4dxdy = 4Area(D) = 4T —
D D D 4

Svar: .

{

(7) En rektanguldr lada utan lock skall tillverkas som rymmer 1 kubikmeter. Botteny-

tan och framsidan tillverkas av ett material som kostar 5 kronor per kvadratmeter,
de ovriga tre sidorna tillverkas av ett material som som kostar 1 krona per kvadrat-
meter. Hur skall ladan dimensioneras for att den totala kostnaden for materialet
ska bli sa liten som maojligt?

Losning: Lat z > 0 beteckna framsidans och baksidans lingd ldngs bottenytan,
y > 0 sidoytornas léngd ldngs botteytan och z > 0 ladans héjd, i meter. Kostnaden
i kronor ges da av

f(z,y,2) =5(xy + x2) + 1(xz + 2yz) = Sy + 2yz + 6zz.
Denna funktion skall minimeras under bivillkoret att volymen V' = zyz [m?3] uppfyl-
1
ler V' = 1. Detta &r ekvialent med att z = — och vi far det ekvivalenta problemet

Ty
att minimera

1 2 6
9(x,y) zf(:v,y,—) =bry+—+—, x>0,y>0.
zy Ty

Vi soker forst kritiska punkter i g i forsta kvadranten.

gjc(w,y) 0 v — iy K LR L diir | = (—

Tredje ekvationssystemet fas ur det andra genom att forst flytta brakuttrycken till
H.L i andra systemet och sedan dividera ledvis. z ges av

111 _ L5 5,
xy 32 33 3.2 27
Vi maste ocksa visa att denna kritsika punkt ger minsta vérde for funktionen g
definerade pa méingden Q = {(z,y) € R%;z > 0,y > 0}.

1
Lat Qun = {(z,y) € R? i < x,y < M?}. Det dr en kompakt méiingd sa g antar

sikert storsta och minsta virde pa @y, for varje M > 1, och da g ar deriverbar
maste detta ske i en inre kritisk punkt eller pa randen. For stora virden pa M ligger



5

den ovan funna kritiska punkten i @, och vidare ser man g(x,y) > M pa randen
till Qyy. For alla stora viarden pa M maste alltsa minmimiviardet antas i den inre
kritiska punkten och eftersom vérdet pa randen > M — oo nidr M — oo, foljer
g(x,y) > M for alla (z,y) i forsta kvadranten men utanfor Q.

Svar: Fram- och baksidans kant mot bottenytan skall ges langden x = [, meter,
sidoytornas kant mot botteytan skall ha lingd y = 3/ meter och héjden skall vara

1/3
z= §l meter, dar [ = 3 :
2 15

(8) Bestam den slutna enkla kurva v som gor att virdet av kurvintegralen

%(6$2y +9* — 20y) dx + (162 — 2 — 62y?) dy
.
blir sa stort som mojligt nér v genomléps ett varv moturs.

Losning: Vi anvénder forst Greens formel. Lat € = Q(v) beteckna det omrade
som innesluts av en enkel sluten kurva ~y. Greens formel ger

7{(6x2y +y® — 20y) dz + (162 — 2° — 62y*) dy

;
dy
:// 16—3x2—6y2—6x2—3y2+20dxdy://36—9x2—9y2dxdy
Q

Q
:9//4—x2—y2da7dy.
Q

Denna integral antar sitt storsta viarde nér ) tas som det storsta omrade déar in-
tegranden 4 — 22 — y? > 0, dvs niir v viiljs som cirkeln med ekvation z? + y* = 4

= // %(Mx — 2% — 6ay?) — g(fﬂzy +y° — 20y) dady
Q

Svar: Cirkeln v = {(x,y); 2% + y* = 4} maximerar den givna kurvintegralen.

(9) Visa med hjilp av implicita funktionssatsen att lokalt kring punkten
(x,y,2z) = (1,—1,1) sa kan l6sningsméngden till ekvationen

vy Fevtt a2t =1

beskrivas med hjilp av en funktionsyta y = g(z,z). Berikna darefter ¢/ (1,1),
9.(1,1) och g.(1,1).
Lésning: Lat F(x,y, 2) = 2?y+e¥™ +z22. Vi verifierar forst att F(1,—1,1) = 1.
Vi beriknar sedan 0F/0y(1,—1,1).
OF
—(z,y,2) = 2> + e 84

OF
——(1,-1,1) = 2 £0.



Enligt Implicita funktionssatsen existerar da en en funktion g(z, z) defineradei en
omgivning till punkten (1,1) sadan att g(1,1) = —1 och F(x,g(z,y),z) = 1, det
vill siiga att den givna nivaytan z?y + e¥™* + x2? = 1 beskrivs av funktionsytan
y = g(x,z) i en omgivning till punkten (1,—1,1). Vi berdknar nu de partiella
derviatorna av g. Derivering m a p pa x ger

0
p (a:Qg(x, z) + ed(@2)tz | sz) = (9_:10(1) —
2xg(z, 2) + mQ% +e mz)“gg = 0.
I punkten (x,z) = (1,1) dar g(1,1) = —1 far vi
dg dg 1
—-24+2—=(1,1 1=0 = —(1,1) = —-.
+8:I;<’)+ 81;(’) 2
Derivering m a p z ger
0 0
5 (22g(z, 2) + e9@IT7 4 222) = E(l) =
x2% + eg(x’z)Jrz(% +1)+222=0
och i punkten (z,z) = (1,1) far vi
dg dg dg 3
1,1 —(1,1 142=0 = 1,1
20,0+ 21+ 20y = -
Slutligen berdknar vi den blandade andraderivatan till g. Vi utnyttjar berdkningen
av gg ovan.
0 0 0 0
g(z,2)+2 AR 1
52 B (z°g(z,z) +e + z2%) 623x()<:>
% <2xg(ac, z) + xQZ—i + eg(z’z)“% + 22) =0 <
dg  , 0% dg dg P g
LA ~ I g(z,2)+z 1 g(x,z)+z 25 = ()
6z+ 82@x+6 (82+ )893+ 820x+ :
1
I punkten (z,z) = (1,1), och med utnyttjande av g(1,1) = —1, ?(1, 1) = 5 och
x
9911y = =3 far vi

0z 2

3 829 1\ 1 829
2 <—§) + 8zax(1,1) + (——) §+ 9200 (1,1)+2=0.
vilket ger att ¢,(1,1) = 3

1 3
5 9L(1,1) = =5 och g1, (1,1) =

Svar: ¢.(1,1) =




