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UPPGIFT

(1) For varje tak har vi ekvationssystemet i tre okanday ochz som ges av

(a—3)y = 1,
(%) 2r —ar+ay —3y+2z—az = 1,
(4—2a)r+ (2a —6)y + 52z —2az = 3.

Visa att ekvationssystemgt) har en unik ldsning om och endast amg 2 ocha # 3.
Los sedan ekvationssystente} daa = 2 med hjalp av radoperationer pa totalmatrisen
for systemet. 4)

(2) Bestam en ekvation for det plan som innehaller pumit€0, 1, —2), (3,0, —1) och
(2,1,0), och avgdr om linjen(z,y,2) = (1,1,—1) + ¢ - (3,1,5) ligger i detta plan.
(4)

(3) Forklara med hjalp av egenskaperna hos determinaatéir det for kvadratiska ma-
triser, A, i allmanhet galler attlet(A” A) = (det(A))? och anvand sedan detta for att
beraknalet( AT A) i specialfallet nar

1120
1031
A_2300
0014

(4)



LOSNINGSFORSLAG

(1) Ett linjart ekvationssystem med lika manga ekvati@swmn obekanta har en unik l1dsning
om och endast om determinanten av koefficientmatriseraintell. | vart fall ar koeffi-
cientmatrisen

4—2a 2a—6 5—2a
och vi kan berakna determinanten med hjalp av kofakteakling efter forsta raden och
far
2—a 2-—a
_ _ _1)\3
det(A) = (a—3)(—1)"det [ 494 5—94
1 1
=(3—a)(2—a)det 1—924 5-94
=B—-a)2—a)(1-(4—2a)—1-(5—2a))=—(3—a)(2—a)
dar vi i andra steget tagit ut den gemensamma faki@rn o) fran forsta raden.

Det ar nu klart attlet(A) # 0 precis oma # 2 ocha # 3.
Nara = 2 far blir totalmatrisen for ekvationssystemet

0 -1 0|1

0 -1 0|1

0 —2 1|3
och med Gauss-Jordans metod far vi
0 -1 0|1 -7 01 0]-1 1 01 0]-1
0 -1 0|1l | ~|rg—1r1 | ~]10O0O0 0 [~{|rg]l~|0O0T1|1
0 —2 13 T3 — 21 0 0 1] 1 T9 0 0 0] O

Eftersom forsta kolonnen saknar ledande ett &n fri variabel och vi satter = ¢ for
en reell parameter. Vi kan sedan losa ut de bada 6vriga variablerna meag gilde
nollskilda ekvationerna och far= —1 ochz = 1. Alltsa ges losningen till ekvationssy-
stemet a\z,y, z) = (¢,—1, 1), dart ar en reell parameter.
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(2) For att bestamma en ekvation for planet behover wvidien normalvektas. Vi kan fa en
sadan genom att berakna kryssprodukten mellan tva rexkitplanet. Vi kan anvanda de
tre givna punkterna for att hitta tva sadana vektorer

T=PR=0R—-O0P=(3,0,-1)—(0,1,—2) = (3,-1,1)

och

1=PQ=0Q—0P=(2,1,0)—(0,1,-2) = (2,0,2).
Darmed far vi
n =uxv=(3-1,1) x(2,0,2)
((-1)-2-1-0,1-2—3-2,3-0—(—1)-2)
= (=2,-4,2) = —2(1,2, -1)
Planets ekvation kan darmed skriva som 2y — z = d, for nagon konstant och vi kan
bestammal genom att satta in nagon av punkterna, Fexekvationen och far da

d=0+2-1—(-2)=4.
Darmed ar en ekvation for planet+ 2y — z = 4.
For att avgora om linjen ligger i planet séatter vi(in y, z) = (1,1, —1) +¢- (3,1,5) i
ekvationen och far da
T4+2—2=(1+3t)+2-(1+1t)—(—1+5t) =4,

vilket visar att linjen ligger i planet. Vi kunde ocksa harkmllerat det genom att se att
punkten(1, 1, —1) ligger i planet och att linjens riktningsvektor ar ortogbmot planets
normalvektor.



(3) Vi har att determinanten av en produkt ar produkten aerdeénanterna. Dessutom ar

determinanten av en matris lika med determinanten av toaratpt av matrisen. Darmed
far vi att

det(ATA) = det(AT) det(A) = det(A) det(A) = (det(A))>.
For att beraknalet(A” A) kan vi darfor forst berakna determinantenwech far da

1120 "
. 1 0 31 o To —T1
det(A) = det 5 3 00|~ det rs— 21,
0014 T4
1 1 20 "
B 0 -1 11| —r
= det 0 1 —4 0 = —det rg + 74
0 0 14 ry
1 2 0
01 -1 -1
——det | o o 5 4 |=—(=(=3)-4-1-1)=13
00 1 4
Vi far nu attdet (AT A) = (det(A)?) = 132 = 169.

Svar:

a) Losningen ges afr, y, z) = (¢, 1, —1), dart ar en reell parameter.
b) En ekvation for planet ges av+ 2y — z = 4 och linjen ligger i planet.
c) det(ATA) = 169.



PRELIMINARA BEDOMNINGSKRITERIER

Mindre raknefel ger i allmanhet inget avdrag, om de irdsexitligen forandrar karaktaren hos
uppgiften.

a) — Korrekt villkor till nar ekvationssystemet har en unilsliing,1 poang.
— Korrekt berakning av determinant eller motsvande argurfigratt systemet har en
unik ldsning om och endast om+# 2 ocha # 3, 1 poang.
— Korrekt Gausselimination av totalmatrisen@&: 2, 1 poang.
— Korrekt motiverad slutsats om losningsmangden da2, 1 poang.

b) — Korrekt metod for att bestamma normal till plan&foang.
— Korrekt beraknad normal, pcang.
— Korrekt slutford berakning av ekvation for plangtpoang.
— Korrekt motiverad slutsats om att linjen ligger i plankpoang.

c) — Korrekt hanvisning till egenskaperna hos determinante@tt visa attlet (A7 A) =
(det(A))?, 1 poang.
— Principiellt berakning av determinanten med hjalp av-rach kolonnoperationer
eller kofaktorutvecklingl poang.
— Korrekt slutford berakning astet(A), 1 poang.
— Korrekt slutsats om attet (AT A) = 169, 1 poang.



