KTH Matematik

Kontrollskrivning 2, SF1626 Flervariabelanalys 2011
torsdagen den 5/5 2011 kl. 8.15 - 9.45

Inga hjalpmedel tillatna.

1. a) Bestdm storsta och minsta vardet for funktionen
f(x,y) = y*> — 2%y pa den slutna triangeln med hérn i (0,0), (1,0) och

(1,1). (3p)
b) Undersok i vilka omraden f(z,y) ar positiv resp. negativ samt mo-
tivera varfor (0,0) ar en sadelpunkt for f(x,y). (1p)
Losning

la):

Inre punkter:

fi=—2xy=0 ger z =0 eller y = 0. Inséttning i
fi=2y—a2*=0gerz=0=>y=0o0chy=0=>2z=0dvs (0,0)
som &r en hornpunkt.

Alltsa inga kritiska inre punkter.

Randen:

I. Sidan mellan (0,0) och (1,1)

hi(x) = f(z,x) =2 —23, 0<a <1, hy =22 —32? = 2(2 - 3z) =0,
ger £ =0 =>y =0 (horn) och x = 2/3 => y = 2/3. Kritisk punkt
(2/3,2/3),  £(2/3,2/3) = 4/9 — 827 = 4/27.

II. Sidan mellan (0,0) och (1,0):

ha(xz) = f(x,0) =0, 0 < x < 1 Ingen striang extrempunkt.

III. Sidan mellan (1,0) och (1,1):

ha(y) = f(Ly)=9y*—y, 0<y<1l.hy=2y—1=0gery=1/2,z=1.
Kritisk punkt (1,1/2), f(1,1/2) =1/4—1/2 = —1/4.

Horn:

f(0,0) = f(1,0) = f(1,1) = 0.

Eftersom vi har en differentierbar och alltsa kontinuerlig funktion pa
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ett kompakt omrade antas ett storsta och ett minsta varde bland inre
kritiska punkter, kritiska randpunkter samt hornpunkter till randen.
Jamforelse ger

Svar: fom = f(1,1/2) = —1/4, frae = f(2/3,2/3) = 4/27.

1b): f(z,y) = yly — 2?)
Man finner att f > 01 V; = {(z,y) : vy > 0,y > x?} och Vo = {(z,y) :
y < 0} samt
f<0iVia={(z,y):y >0,z >0,y <az’}och Vy ={(z,y) : y >
0,7 <0,y <2}
Punkten(0,0) ar randpunkt till alla fyra ovanstaende méangder, vilket
innebér att varje 6ppen omgivning till (0,0) innehaller bade en punkt
dér f(z,y) > 0 och en punkt dér f(z,y) <0.
Alltsa &r (0,0) en sadelpunkt till f(z,y).

2.  Betrakta dubbelintegralen I = / / F(z,y)dzdy, dir D &r omradet
D

som begransas av kurvorna y = 2% och y = 2z
a) Integralen kan antingen berdknas genom integration i x-led forst
eller genom integration i y -led forst. Ange enkelintegralernas granser

i de bada fallen. (2p)
b) Berdkna I i fallet F'(z,y) = y. (2p)
Losning

2a.

Svar:

4 vy 2 2
I :/ (/ Fdx)dy = / (/ Fdy)dx
0 y/2 0 z?

2b.
Med F(z,y) = y far man

2 2 2 y2 2z 2
I = / (/ ydy)dx = / [—] de = / (22° — 2*/2) do =
0 Ja? 0 L2 0

223 2212 32
|2 T —16/3-32/10 = o2
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3. Berakna trippelintegralen

|| [ ztzave:

dar omradet K definieras av 22 > (22 +9?%), 0<z2<R och
R ar en konstant.

Losning

Ytan 22 = 22 + ¢? ér en cirkulidr kon som skir planet z = R i cirkeln
2? +y* = R? z = R. Denna cirkel ar rand till en cirkelyta vars projek-
tion i zy-planet vi hir kallar Dy : 22 + 3> < R%, z = 0. Man far

R
zdrdydz = // / zdz)dxdy =
///K DR( \/W )
f 1
= // {22/2} drdy = —// (R*—2*—y?)dxdy :{pol.koord.] =

Dg \/ 22 4y? 2 Dgr

1 2 2 L[ R o 3
=- (R* — r)rdrdp = = de [ (Rr—r°)dr =

2 Dg 2 Jo 0

= (1/2)2m {R%ﬁ/z — 7’4/4]: =

7(RY/2 — R/4) = %R‘l.



