Forelasning 8.

1 Blasius gransskikt

Da en en fristrom, U, moter en plan, mycket tunn platta som &r parallell med
fristromshastigheten uppkommer den enklaste typen av gransskikt. For detta
gransskikt dr tryckgradienten, dp/dz, lika med noll. Ekvationerna som beskriver
gransskiktet kan saledes skrivas

ou ou ou?

Uaim_’—vaiy_yain? (].)
ou  Ov
5;+5§. (2)

Inkompressibilitetsvillkoret (2) tillater oss att inféra en stromfunktion, ¥, som
definieras genom att hastighetskomponenterna kan skrivas
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Om vi sétter in dessa uttryck i ekvation (1) sa far vi
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oy 0xdy  Ox Oy Oy3

(4)

Vi kan alltid addera en godtycklig konstant till stromfunktionen utan att (3)
upphor att gélla. Darfor kan vi utan att forlora i generalitet satta

U=0diy=0. (5)

Om vi later (z,y) = (0,0) vara den position vid vilken fristrommen méter plattan,
sa kan de 6vriga randvillkoren for ¥ skrivas

v
u:gy:() da y=0 och >0, (6)
v
((;Z/%Udéy%oo. (7)

Vi ska nu s6ka en likformighetslosning till (4). Vi gor detta genom ansatsen

u="Ug(n), (8)
dar Y

och §(z) har dimensionen langd och representerar griansskiktets tjocklek. Som vi
ska se sa kommer 0(z) att vixa med x, vilket betyder att gransskiktstjockleken
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véxer nedstroms. Exakt hur §(z) véixer ska vi bestdmma genom sjilva antagandet
att det existerar en likformighetslosning. Med likformighetsansatsen (8) kan vi
kan nu skriva stromfunktionen som

U= / udy—Ué/ n)dn = Usf(n) . (10)
De olika derivatorna av ¥ kan nu skrivas

Wy ( rog o) —u - an, (1)
= UL ()= UL (12)
% = VI (13)
= (14
g?;f S (15)

Vi sétter nu in (11-15) i (4) och far da ekvationen
(L) s =am. (16)

En likformighetslosning existerar bara om faktorn inom parantes i vansterledet ar
oberoende av z, d v s om den ar lika med en konstant. Utan att forlora i generalitet
kan vi sétta denna konstant till 1/2 och far da

Uédé 1 VT

v der 2 U (17)

Ekvation (16) kan nu skrivas

;ff// + f/// — O ) (18)

Randvillkoren for f blir
ff—1da n— o, (19)
f1(0) = f(0) =0. (20)

Ekvationen (18) med randvillkoren (19-20) kan inte 16sas analytiskt annat &n i ter-
mer av en serie. Enklast och mest praktiskt ar att losa den numeriskt. Hastighets-
komponenterna fas sedan som
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Figure 1: u/U som funktion av 7 for Blasiusgransskiktet.

dér Re, = Ux/v ar Reynoldstalet som baserar sig pa nedstrémspositionen z.
I figur (1) ser vi u/U som funktion av n och i figur (2) ser vi vy/Re,/U som
funktion av n.  Ur l6sningen till Blasiusekvationen sa kan vi ocksa rakna ut
vaggskjuvspanningen,

du pUf"(0)  0.332pU>
- M7|y:0 = = .
dy ) Re,

(23)

Det totala aerodynamiska motstandet per langdenhet i z-led pa plattan mellan
x =0 och x = L fas genom integration,

L .664pU?L
D= [Frys = ML »
0 v Rep,
dar Rey; = UL/v. Motsandskoefficienten, Cp, blir da
D 1.
Cp = 5 (25)

(1/2)pU2L ~ /Res

Fran uttrycket (22) ser vi att den vertikala hastigheten skulle bli odndligt stor om
Blasius likformighetslosning skulle galla for x = 0. Detta ar uppenbart orimligt.
I sjalva verket sa kan gransskiktsapproximationen endast géalla en bit nedstroms
framkanten av plattan, da det lokala Reynoldstalet Re, har blivit tillréckligt stort.
Ytterligare nagot nedstroms sa borjar likformighetslosningen att gélla, och géller
sedan till en punkt déar stromningen blir instabil, vilket sker da Re, = Rey, ~ 5 X
10°. Ytterligare en bit nedstroms overgar griansskiktet till ett turbulent tillstand.
De olika faserna i gransskiktets utveckling ar illustrerade i figur 3.
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Figure 2: vy/Re, /U som funktion av n for Blasiusgrénsskiktet.

2 Falkner-Skan losningar

Vi betraktar nu en konvergerande eller divergerande tvadimensionell kanal, for
vilken hojden, h, varierar enligt

h=cx™. (26)
Volymsflodet (per langdenhet i z-led) genom kanalen kan da uppskatts som
q=Ucx™, (27)
déar U, ar fristrommen i kanalen. Eftersom ¢ ar konstant far vi alltsa att
Ue = ax™, (28)

dar a ar en konstant. Enligt vad vi visade i foreldsning 7 sa kommer da ekvationen
for gransskiktet att innehalla ytterligare en term, jamfort med (4), och ha f6ljande

utseende
ov 0% oV 9>V dU. oA\

Gy 0x0y  Ox o Cdw | oy
Med likformighetsansatsen

U(r,y) = \oUu@)zf (n) = Voar™D2 f(n) (30)
n="2\Re. = [Satr2. (31)

transformeras den partiella differentialekvationen (29) till den ordinéra differen-
tialekvationen

(29)

n—+1

5 ff"—nf?+n=0. (32)
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Figure 3: De olika stadierna i gransskiktets utveckling. Forst da Re, > 1 borjar
gransskiktsapproximationen att géalla. Darefter sa kommer sasmaning Blasius lik-
formighetslosning att gilla. Vid Re, = Rey, ~ 5 x 10° blir grinsskiktet instabilt
och en bit nedstroms blir det fullt turbulent.

Randvillkoren for (32) dr dem samma som for Blasiusekvationen (18). I sjilva
verket &r Blasiusekvationen ett specialfall av (32) med n = 0.

3 Vaken bakom en plan platta.

Vi ska nu ge ytterligare ett exempel pa hur en likformig utveckling av ett stréomnings-
falt. Vibetraktar vaken bakom en tunn plan platta med likadana hastighetsprofiler
pa ovan och undersidan (se figur 4). En liten bit nedstroms bakkanten pa plattan
sa kan vi anta att z-hastigheten kan skrivas

u=U —us(x,y), (33)
dér U ar fristromshastigheten och |us| < U. Om lédngdskalan i z-led dr L och
vakens bredd &r § < L sa kan vi uppskatta storleken av y-hastigheten genom

ou  Ov o
— +—=0 = v~ —-u,. 34
oxr Oy L (34)
Eftersom fristromshastigheten inte varierar med x sa kommer tryckgradienten,

dp/dx, att vara noll, eller néra noll. Vi kan nu skriva z-komponenten av rorelse-
méangdsekvationen som

2 2
ou 6uzy<6u 8u>. (35)
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Figure 4: Vaken bakom en tunn plan platta utvecklar sig likformigt en liten bit
nedstroms plattans bakkant.

Om vi sétter in uttrycket (33) i (35) och anvédnder de storleksordningsuppskatt-
ningar som vi har gjort sa far vi féljande férenklade och approximativa ekvation
O 0?u

s _ O

ox oy?

(36)

Fran denna ekvation foljer att rorelseméngdsflodet (per langdenhet i z-led) &r
konstant i vaken,

dg B oo V@QUS v Oug | ™ B
dz @/ us dy = / oz o U 0y? any]_w—O' (37)

Vi anvander nu ¢ for att gora foljande likformighetsansats
q . )
s , = — d = —, 38
us(z,y) 502) (n) dar n 5(2) (38)

och § &r en dnnu sa ldnge obestdmd ldngd som varierar med z. Funktionen §(z)
representerar vakens bredd. Med denna likformighetsansats sa far vi ett normalis-
eringsvillkor for f,

=4[ sy =a [ sy = [ . (39)



Dessutom har vi féljande randvillkor och symmetrivillkor for f,
f—0da n— +oo, f'(0)=0, (40)

dar det andra villkoret fas fran det faktum att f maste vara jamn i n och anta ett
maximum fér 7 = 0. Med likformighetsansatsen (38) far vi

aus . gdﬁ(S g /ﬂia B gdi(s /
or 52dxf 5f 2dr 52dx(f+nf)’ (41)
8u8 q /1
I 4
oy 5f 5’ (42)
aQUS q .,
ayr (43)
Vi sétter nu in (41) och (43) i (36) och far
Uéd do
- /! - _ //' 44

For att en likformighetslosning ska existera kravs att den vanstra faktorn i vanster-

ledet ar konstant. Utan att forlora i generalitet kan vi satta denna konstant till

1/2 och far da
Uodd 1 VT
N Y e 45
vdr 2 U (45)
Vakens bredd, d(x), utvecklar sig alltsa pa precis samma sitt som gransskikts-

tjockleken i Blasiusgransskiktet. Ekvation (44) kan nu skrivas

1

S ) =—1". (16)
Om vi integrerar (46) en gang sa far vi

af =+ A, (47)

dar A ar en integrationskonstant. Symmetrivillkoret ger att A = 0. Vi kan nu
separera ekvationen och integrera ytterligare en gang,

d 1
—f =——ndn = f= Be_”2/4, (48)
f 2
dér B é&r en integrationskonstant. Normaliseringsvillkoret (39) ger att
00 1
B/ PHAdy=B2yr=1 = B=——. 19
e n e NG (49)

Losningen for vakhastigheten kan nu skrivas

U 2
—U— Y —y*U/(4vz) ) 50
“ 1 47?1/3:6 (50)

Observera att 16sningen (50) borjar gélla en bit nedstréms plattans bakkant vid
x = 0, eftersom villkoret u, < U maste vara uppfyllt.



