Forelasning 9.

1 Potentiallosningen for stromningen kring en
cylinder

I denna forelasningen ska vi behandla stromningen kring en kropp som inte &r
stromlinjeformad och som ett speciellt exempel ska vi betrakta stromningen kring
en cylinder.

Figure 1: Vi loser Laplace-ekvationen for den rotationsfria stromningen kring en
cylinder. Randvillkoret pa cylinder &ar att den radiella hastighetskomponenten wu,
ar noll pa cylindern.

Vi borjar med att harleda den klassiska potentiallosningen for inviskos, inkompress-
ibel och rotationsfri stromning kring en cylinder. Att stromningen ar rotationsfri
innebar att det existerar en hastighetspotential, ¢, sadan att hastighetsfaltet kan
skrivas

u=Vo. (1)

Att stromningen dr inkomporessibel innebar att V - u = 0, vilket ger Laplace-
ekvationen

V2 =0. (2)
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Vi ska nu losa Laplace-ekvationen for den stromning som uppkommer kring en
cylinder med en konstant fristrom U. Cylinderns radie ar a och vi later fristroms-
hastigheten vara parallell med z-axeln. Da potentialen ar given kan den radiella
och azimutala hastighetskomponenten raknas ut som
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I cylinderkoordinater kan Laplace-ekvationen (1) skrivas
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Randvillkoren ar
u=0da r=a = %:0 da r=a, (5)
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Observera att det inte ar vidhafningsvillkoret vi anvander i denna analys. Eftersom
vi antar att fluiden ar inviskos sa ar den fri att glida langs cylindern och foljaktligen
sa kraver vi inte att ug = 0 da r = a. Som vi ska se sa kommer uy inte att vara
noll pa cylindern. Vi ansatter nu en separabel 10sning

¢(r,0) = g(0)f(r), (7)

och tillater oss att gissa oss till formen pa g(#). Om vi gissar att g(6) = cos 6 eller
g(0) = sin @ sa ser vi att det dr bara med cos# som vi har mojlighet att uppfylla
randvillkoret (6) i odndligheten, eftersom vi maste ha att
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(#) - —U da r — oo och 6 =m. (8)

Alltsa gor vi ansatsen ¢ = cos 0 f(r) och sétter in i ekvation (4) och far da f6ljande

ekvation for f,
d? 1d 1
_f+__f__f:0. (9)
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Denna ekvation har 16sningen
B
¢=Ar+ —, (10)
r
dér A och B &r tva integrationskonstanter. Randvillkoret (5) ger nu att

B
A—?:O = B=dA, (11)



och randvillkoret (8) ger att A = U. Foljaktligen har vi att
a2
¢ = cos0Ur <1+—2> ; (12)
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Pa cylindern ar hastigheten
u(a, ) = —2U sin fey . (15)

Tryckfordelningen pa cylindern kan vi ni fa fran Bernoullis ekvation. Om p., ar
trycket langt uppstroms sa far vi
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Tryckkoefficienten, C),, pa cylindern kan nu skrivas

cp:%:pmn%. (17)
Trycket ar naturligtvis som storst i stagnationspunkterna, d v s de punkter dar
hastigheten ar noll, vilken den ar for 6 = 0, 7 och r = a. Trycket ar som lagst dér
hastigheten ar som storst, vilken dér &r for § = +x/2 och r = a.

Eftersom tryckfordelning dr symmetrisk kring 6 = 7/2 och det inte finns nagot
viskost motstand sa kommer det totala aerodynamiska motstandet pa cylindern
att vara lika med noll, enligt den rotationsfria analysen. Detta uppenbart orimliga
resultat galler for alla kroppar i rotationsfri, inviskos stromning. Som tidigare
papekats i foreldasning 7 sa kallas detta resultat for ”D’Alambert paradox”. Nagot
maste uppenbarligen vara fel med den rotationsfria analysen. I figur 2 ser vi C),
for den rotationsfria 16sningen samt for tva verkliga stromningsfalt vid tva olika
Reynoldstal. Vi ser att tryckkoefficienten i verkligheten skiljer sig vasentligt fran
den rotationsfria losningen, framfor allt pa nedstromssidan. Detta kan endast
forstas mot bakgrund av fenomenet avlosning.

2 Avlosning

I verkligheten sa kommer det pa grund av vidhaftningsvillkoret att utvecklas ett
tunt gransskikt intill cylindern och i detta tunna skikt ar vorticiteten mycket stor
och darfor galler inte antagandet om att stromningen &r rotationsfri. Da Re ~ 4 sa
kommer gransskiktet att avlosas vid en viss punkt. Lite 16st uttryckt sa kan man
sdga att gransskiktet kommer att "lossna” fran cylindern och tunna skikt av vor-
ticitet kommer att transporteras nedstréms. Bakom avlsosningpunkten sa kommer
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Figure 2: Tryckkoefficienten for den rotationsfria stromning och for tva verkliga
stromningar vid tva olika Reynoldstal. Vid Re = 2 x 10° &r griansskiktet laminért
och avlosningspunkten har flyttat sig langt uppstroms. Vid Re = 7 x 10° har
gransskiktet har blivit turbulent och avlosningspunkten har darfor flyttat sig ned-
stroms.

stromningen precis intill cylindern att vara uppstroms jamfért med fristrommen.
Nedstroms avlosningspunkten kommer det alltsa att bli ett bakatflode precis in-
vid randen. Det kommer att bildas tva recirkulationszoner pa nedstromssidan av
cylindern (se figur 3).

Da 40 < Re < 200 kommer avlosningpunkten att oscillera och det bildas sa
kallade von Karman-virvlar bakom cylindern. Virvlarna avloser 6msom pa den
ena och émsom pa den andra sidan av cylindern, med en viss given frekvens. Det
susande ljudet man kan hora da vinden blaser 6ver elektriska ledningar en stilla
sommarkvall, uppkommer pa grund av denna virvelavlosning.

Da Reynoldstalet okas ytterligare kommer vaken i cylindern att bli turbulent och
avlosningspunkten flyttar sig uppstroms. For Re ~ 3x10° ligger avlosningspunkten
vid 0 ~ 98°, d v s pa uppstromssidan av cylindern. For hogre Re sa blir gransskiktet
turbulent och ett turbulent gransskikt avloser inte lika latt som ett laminart
gransskikt. Avlosningspunkten flyttar sig da nedstroms och det totala aerody-
namiska motstandet pa cylindern sjunker darfor da stromningen slar om till att
vara turbulent. Det turbulenta gransskiktet ger ett storre direkt viskost motstand,
men det ar inte det direkta viskdsa motstandet som utgor huvuddelen av det totala
motstandent. Det total motstandet domineras av tryckmotstandet som uppstar p



g a att trycket pa uppstromssidan ar betydligt storre an trycket i vaken.
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Figure 3: Strémning 6ver en cylinder vid olika Reynoldstal.



