Spektrala Transformer

Fouriertransformer




Fourier

if mig en wagform
och jag skola

skrifoa oen som en
summa af
SINUSWAGOY !

Jean-Baptiste Fourier
1768-1830




Fouriertransformen

* Transformerar kontinuerliga signaler fran tids- till
frekvensdoman = skriver om dem som en
summa av sinusar...

F(w) = } f()e™” dr EEL

e ... och tillbaks fran frekvens till tid

1 p jot .
f(t)—E:[OF(a))e dw




Fourierserier

» Specialfall: da f(t) ar periodisk blir w
diskret — vi samplar frekvensaxeln:

* w = Kkw,dar w,=2m/T

1 .
Fkay) =c, = [ f(nye v dr
0




Fourierserier

Om f(t) ar reell galler att

f(H)=c,+ 22 a, cos(kw,t) + 22 b, sin(kaw,t)
=1 =]




Fourierseriens egenskaper

» Beloppet |c,| ger signhalens spektrum
« Spektrumlutningen ger ett matt pa
jamnheten i signalen
— for fyrkantvag avtar spektrum med 1/n
— for triangelvag avtar spektrum med 1/n?

* Integrering | tidsdomanen okar
spektrumlutningen, derivering minskar den

* Diskontinuiteter i1 insignalen orsakar
‘ringningar” (Gibbs fenomen)




Transformer i Fourier-familjen
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DFT — Diskret Fouriertransform

Fouriertransform av verkliga, samplade signaler — inte bara
matte:

« Spektral analys
— Spektrum & Spektrogram
Filtrering & bildbehandling

— Snabb faltning av langa sekvenser/stora filterkarnor

Kodning
— Spektralbaserad bildkodning (typ JPEG)
— Ljudkodning (typ MP3)
Talteknologi
— Sardragsextraktion for taligenkanning mm
Audio/musik
— Pitch-shift/time-stretch

Och sa vidare...




DFT - domaner

 DFT transformerar signaler mellan
diskret tidsdomén
och

* N punkter i tidsdomanen ger N punkter |
frekvensdomanen




DFT - domaner

Tidsdoman N=8 Frekvensdoman
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DFT - basvektorer

« Basvektorerna ar N st. phasors

31/4

w = k2mr/N

-31/4 -1r/4




N -1
X(k) _ x(n)e—jnkZJt/N

— Tid (Invers DFT, IDFT)
1 N-1

x(n) = — Xkejnk2ﬂ:/N
(n) N (k)

=0




DFT som en matris

1

ejZJr(N—l)/N

oI 2E(N=1)/N j2m(N=1)(N=1)/N

e




DFT som en matris

id — (DFT)
X = Fx

— Tid (Invers DFT, IDFT)




DFT for reella sekvenser

* Om x(n) ar reell blir X(k) symmetrisk kring
N/2:

X(N-k) = X(k)




Nagra DFT-transformpar:
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Nagra DF T-transformpar:
fyrkantpulser
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Nagra DFT-transformpar:
pulser

Time Domain Frequency Domain
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Nagra DFT-transformpar:
gauss-funktioner
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] ] ] 5 ]
e. Gaussian f. Gaussian

. ™y
- '1.'

Amplitude

64 80 96 112 . 0.2 0.3
Sample number Frequency

I >
|g. Gaussian burst | h. Gaussian

Amplitude

64 80 95
Sample number




Ett praktiskt problem...

 VVad innebar det att tidsdoanen blir
cirkular?

 Diskontinuiteter - paverkar spektrum!
— sidolober




Losning: fonstring

» Signalen multipliceras med ett fonster som
gar mot noll i intervallets andar!

— Undertrycker sidolober
— Nagot forsamrad upplosning i frekvensled




FFT — Fast Fourier Transform

» FFT ar en effektiv algoritm for att berakna
DFT

« FFT ar helt avgorande for att manga
applikationer av DFT ska vara praktiskt
mojligal

* FFT fungerar genom att rekursivt dela upp

problemet | mindre problem, s.k. "sondra
och harska” (divide-and-conquer)-metodik




Berakningshastighet

Antal multiplikationer:
« DFT: ~N?
* FFT: ~N log(N)

ggr forbéattring
N? | NlogN

15.3
46.1
147.5
492.1




DFT/IDFT

« Kan vi snabba upp berakningen av IDFT
ocksa?

o Jal

IDFT{X} = DFT{X'}/N

 FFT kan anvandas aven for invers DFT




Sammanfattning

Fouriertransformen uttrycker icke-periodiska
signaler som kontinuerliga frekvensfunktioner

En Fourierserie uttrycker periodiska signaler
som en summa av diskreta
frekvenskomponenter

DFT transformerar mellan diskret tids-doman
och diskret frekvensdoman

FFT ar en algoritm for att berakna DFT
FFT ar fundamental i manga DSP-tillampningar




