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DT1130 Spektrala transformer
Tentamen 111215

Tentamen bestar av fem uppgifter dar varje uppgift maximalt ger 4 p. Normalt géller foljande
betygsgrinser: E: 9 p, D: 11.5 p, C: 14 p, B: 16 p, A: 18 p
Tillatna hjalpmedel: rdknare, formelblad (bifogat)

Lycka till!

1

En tidskontinuerlig signal
y(t) = sin(2mat) sin(27Gt)

samplas med f; = 8000H z. Ett schemstiskt spektrum av den samplade signalen syns i figur
itk

Bestdm « och (3, givet att

a<%,ﬁ<%samta+ﬁ>%

2

I figur 2 ser du ett antal pol/nollstéallesdiagram och ett antal tillhérande impulssvar. Para ihop
de som beskriver samma filter, med motivering. Observera att det blir ett impulssvar 6ver. (1p/
korrekt par)

3

Hogtalarkonstruktor Mega von Knapp lyssnar pa sin nya hogtalare och upplever att ljudet ar
lite "burkigt”. Hon bestdmmer sig for att méta upp hogtalarens impulssvar. Sagt och gjort, hon
riggar en svindyr mikrofon framfor hogtalarmembranet och spelar in samtidigt som hon matar ut

0 4 /2 3m/4 m

Figur 1. Spektrum av en samplad signal
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en impuls fran datorn till hogtalaringdngen. Hon noterar att den inspelade signalen har formen
av en dampad sviangning och uppskattar den till

_ _—0.5n K
h(n) =e cos( 16n)

a Hjalp Mega von Knapp att berdkna overforingsfunktionen H(z) for hogtalaren (vi antar
hér att den svindyra mikrofonen har spikrak frekvensgang och ddrmed inte inverkar pa
resultatet) (2p)

b Nu vill hon eliminera den dédmpade svingningen. Designa ett filter som gor detta nér
det sétts i serie med hogtalaren, dvs. den sammantagna Overforinngsfunktionen filter -+
hogtalare ska bli lika med ett.

Ange filtret pa formen y(n) = ... (2p)

4

Lat h vara en Gauss-kiirna av storleken N x N som beskrivs av funktionen h(z,y) = ae (@ +y?)/ 7"2,
dér o dr en konstant satt si att summan av kiirnans element ett: ZiVZ/Z_N/2 Z]yVZ/Q_N/Q h(z,y) = 1.
Lat vidare a och b vara tva bilder, dar b = a x h (dvs b fas genom att filtrera a med kirnan h).

a Beskriv hur b forhaller sig till @ med avseende pa frekvensinnehall, dvs vilken typ av filter
ar h? (1p)

b En ny bild ¢ skapas som differensen ¢ = a — b. Denna operation ar ekvivalent med att
filtrera @ med en annan filterkérna g, dvs ¢ = a * g. Bestdm g(x,y). (1p)

c Vad ar g for typ av filter? Forklara genom ett frekvensdoménsresonemnang med utgangs-
punkt fran h. (2p)

5

Ett rullande medelvirdesfilter av 1angden p beskrivs av differensekvationen
P
y(n) =Y a(n—k)
k=0
Det visar sig att detta filter kan implementeras mer effektivt som ett aterkopplat filter:
y(n) =y(n—1)+z(n) —z(n-—p—1)

a Visa att de tva implementationerna ar likvirdiga, och ta fram éverforingsfunktionen H(z)
for den icke-aterkopplade respektive aterkopplade formen av filtret. (2p)

b Forklara med egna ord hur den aterkopplade l6sningen fungerar! (2p)
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Losningar

Il

Multiplikation av tva sinustoner ger upphov till tva frekvenser, som dr summan respektive skillna-
den av ursprungsfrekvenserna. De tva frekvenserna i spektrument 7 /4(1000H z) och 7 /2(2000H z)
motsvarar alltsa dessa, dock efter eventuell vikning.

Villkoren o < %, g < % ger att skillnadsfrekvensen |o — (3] inte kommer vikas. a + § > %
ger att summafrekvensen o + 3 kommer att vikas.

Antag att den ldgre tonen (1000 Hz) &r skillnadsfrekvensen, och 2000 Hz &r den nedvikta
summafrekvensen. D& kan vi skriva

|a — 3| = 1000 och « + 3 = 8000 — 2000 = 6000.

Detta ger a = 2500H z, § = 3500H z eller vice versa (det spelar ingen roll vilken som &r «
resp. [3).

Om den 6vre tonen &r skillnadsfrekvensen far vi istéllet

|a — 3| = 2000 och o + 3 = 8000 — 1000 = 7000

Vilket leder till « = 2500H z, 8 = 4500H z. Men da faller villkoret 8 < % Alltsé dr ratt svar

o = 2500H 2, 3 = 3500H 2

1 Avklingande utan svingning, alltsa pol pa positiva reella axeln. Diagram e.

2 Instabil svingning, alltsa poler utanfor enhetscirkeln. Inget sadant diagram finns.

3 Avklingande svingning med en periodtid pa 8 sample, alltsa polvinkel 7/4. Diagram b.
4 Avklingande svéngning med en periodtid pa 2 sampel, alltsa polvinkel 7. Diagram e.

5 Ej avklingande svingning med en periodtid pa 4 sampel, pol pa enhetscirkeln vid /2.
Diagram a.

a Vi har impulssvaret och soker overforingsfunktionen H(z). Z-transformeral
Skriv om h(n) pa exponentialform m.h.a. Euler:
ejwn + efjwn U(TL)

h(n) = u(n)e " 5 = (el-atiwln | o(—a—jw)ny

Nu kan varje term Z-transformeras med formeln for u(n)a™ (se f.s.)

Siitt a = e(2Tw) och b = e(~271%) §3 har vi
1 n n
h(n) = i(u(n)a + u(n)b")

Vilket ger

1 1 1
H(z) = 2 <1—a,z—1 + 1—bz‘1>

4 (6)
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Satt pa gemensamt brakstreck:

12— (a+b)! 1 22— (a+b)z
21— (a+bzl4abz2 222 —(a+b)z+ab

H(z)

Intemezzo:
a+b=e MY L eI = 7Y 4 e7IY) = 2" Y cosw

ab = e—a—i—]we—a—]w — 6—2(1

Byt ut a + b och ab enl. ovanstaende:

22 — 7 cos(w)z

22 — 2e~“cos(w)z + e—22

H(z) =

Slutligen sétter vi in o = 0.5 och w = 7/16 och far

22 —0.59492
22 — 1.1898z + 0.3679

H(z) =

b Det sokta filtret - vi kan kalla det G(z) - &r inversen till H(z) alltsa

1 22—2e%cos(w)z+e 2  1—2e “cos(w)z e 222

G(2)

- H(z) 22 — e cos(w)z N 1—e cos(w)z~1

G(2) = %3 ger

Y(2)(1 — e ¥cos(w)z™!) = X(2)(1 — 26 ¥ cos(w)z ™ + e 2¥272)
transformera till tidsdomaén:

y(n) — e “cos(w)y(n — 1)) = (z(n) — 2e"“cos(w)z(n — 1) + e >*z(n — 2))
ger

2a

y(n) =x(n) —2e *cos(w)x(n — 1) + e ““x(n —2) + e *cos(w)y(n — 1)

Med siffror insatta far vi
y(n) = xz(n) — 1.1898z(n — 1) + 0.3679x(n — 2) + 0.5949y(n — 1)

4

a

Gauss-kiirnan &r ett lagpassfilter, hogfrekvent innehall har tagits bort ur bilden, den har blivit
“suddig”.

5 (6)
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c=a—axh

Men a = a % § dar ¢ &r en impuls:

/1 om =0 och y=0
0(,y) _{ 0 annars

(Om man filtrerar en signal med en impuls far man tillbaks signalen sjilv.)
Da kan c skrivas som

c=axd—axh=ax(d—h)
vilket ger att g =9 — h:

g(z,y) = 8(z,y) — e @I/

C

Eftersom h ar ett lagpassfilter, och § lamnar bilden oférandrad, (sldpper igenom alla frekvenser
lika mycket), s& maste § — h innebéra “hela bilden minus de laga frekvenserna”, och alltsa slappa
igenom mera av de hoga frekvenserna. g ar alltsa ett hdgpassfilter.

a

Skriv ut summan som
yin)=z(n)+z(n—-1)+zn—-2)+...+x(n—p—1)+z(n—p)
Detta uttryck géller ju for alla n, vi kan t.ex. stoppa in n — 1 och fa
ym—1)=z(n—-1)+zn—-2)+z(n—-3)+...+zn—p—2)+z(n—p—1)

Nu ser vi att det finns flera termer som ar gemensamma (z(n — 1) t.o.m. x(n —p — 1)
Om man subtraherar andra uttrycket fran det forsta, kommer dessa att ta ut varandra och
vi far

y(n) —y(n —1) =z(n) —z(n—p—1)
vilket ger

y(n) =y(n—1) +z(n) —z(n-p—-1)
Q.E.D.

b

Den enkla tolkningen &r att nér vi flyttar vart medelvardesfonster ett steg, sa utnyttjar vi det
faktum att det nya medlevirdet ar ndstan samma som det forra - istdllet for att rékna om
alltihop sa lagger vi bara till den punkt som just kommit in i vart rullande medelvardesfonster
(dvs x(n))) och drar bort den som just akt ut (dvs z(n —p — 1)).

6 (6)
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