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Mekanik för I, SG1109, L̈osningar till problemtentamen, 2008 05 20

Uppgift 1: En bom med massanm och l̈angdena är i sin enäandeO monterad i en kulled p̊a en
vertikal vägg. I den andräandenA är fäst tv̊a linor som g̊ar till f ästpunkterB respektiveC på väggen
som h̊aller bommen horisontell och vinkelrät mot v̈aggen. I ett koordinatsystem där bommen̈ar y-
axel ochz-axeln vertikal upp̊at g̈aller att koordinaterna för B är (a, 0, a) och koordinaterna för C
är (−2a, 0, a/4). I ändenA är en vikt med massan3m uppḧangd. Ber̈akna sp̈anningarna i linorna
och bommens kraft p̊a kulleden.
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Figur 1: Systemet i Uppgift 1. De tre sökta krafternäar utritade. F̈orutom dessa verkar tyngdkraften
mg i bommens masscentrum och tyngdkraften3mg i A.

Lösning 1: Trådarna g̊ar frånrA = (0, a, 0) till rB = (a, 0, a) respektiverC = (−2a, 0, a/4).
Det betyder att sp̈annkrafterna i tr̊adarna kan skrivas,

SAB eAB = SAB
(rB − rA)

|rB − rA|
= SAB

(a,−a, a)√
3a2

= SAB
(1,−1, 1)√

3
, (1)

SAC eAC = SAC
(rC − rA)

|rC − rA|
= SAC

(−2a,−a, a/4)

9a/4
= SAC

(−8,−4, 1)

9
. (2)

Kraftjämvikt kr̈aver att,R + 4mg + SAB eAB + SAC eAC = 0, därg = −g ez, vilket ger kompo-
nentekvationerna,

(x) : Rx + SAB/
√

3 − 8SAC/9 = 0, (3)

(y) : Ry − SAB/
√

3 − 4SAC/9 = 0, (4)

(z) : Rz − 4mg + SAB/
√

3 + SAC/9 = 0. (5)

Momementj̈amvikt m.a.p.A, MA = (−a ey) × (−(mg/2)ez + R) = 0, ger tv̊a ekvationer:

MAx : mga/2 − aRz = 0, (6)

MAz : aRx = 0, (7)

Dessa ekvationer ger attSvar: Sp̈annkraftbeloppen̈arSAB = 28
√

3mg/9 ochSAC = 7mg/2 och
bommens kraft p̊a kulleden̈ar−R = −mg(0, 14/3, 1/2).



Uppgift 2: En man med massanm hänger i ett rep jusẗover mitten av en horisontell kvadratisk
platta monterad p̊a fyra likadana fj̈adrar, en i vart och ett av hörnen. Fj̈adrarnas styvheẗark. Plattan
och fjädrarna har f̈orsumbar massa jämfört med mannen. Mannen tappar nu taget om repet. Vilken
maximal normalkraft fr̊an plattan uts̈atts mannen f̈or?
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Figur 2: Till vänster begynnelsesituationen i Uppgift 2. Krafter verkar endast i den vertikala rikt-
ningen. Till ḧoger har mannen kommit till negativax-värden. D̈ar verkar tyngdkraft och fjäderkraft
i de riktningar som visas till ḧoger i figuren.

Lösning 2: Man kan anv̈anda energins bevarande eller rörelseekvationen. Energin̈ar:

1

2
mẋ2 +

1

2
(4k)x2 + mgx = E,

eftersom deẗar fyra fjädrar medk parallellkopplade. Begynnelsevärden n̈ar mannen just släppt
repetär x = 0, ẋ = 0, s̊a attE = 0. Normalkraftenär kraften fr̊an plattanN(x) = −4kx (för
x < 0) och denär sẗorst n̈ar |x| når sitt sẗorsta v̈arde. Detta sker vid v̈andl̈aget d̈ar ẋ = 0, igen.
Ekvationen f̈or vändl̈agenäar allts̊a i detta fall:

1

2
(4k)x2 + mgx = 0.

Detta ger att v̈andl̈agena finns vidx = 0 och x = −mg/(2k). Det senare v̈ardet ger maximal
normalkraft,N = −4k[−mg/(2k)], d.v.s.

Svar:
Nmax = 2mg



Uppgift 3: En rak horisontell st̊ang är fäst p̊a en rak vertikal st̊ang som kan rotera kring ver-
tikalen med f̈orsumbart friktionsmoment. N̈ar anordningen roterar med en vinkelhastighetω har
den r̈orelsem̈angdsmomentH0z = ma2ω. Det betyder att den har tröghetsmomentI0z = ma2. Nu
monteras tv̊a kulor, vardera med massam, på tvärst̊angen. De kan glida längs st̊angen men h̊alls
båda p̊a plats med tr̊adar p̊a avst̊andetd från rotationsaxeln. Anordningen, med kulorna, ges nu
vinkelhastighetenω1. Genom att dra i tr̊adarna minskas avståndet tilld/3 och fixeras d̈ar. Vad blir
den nya vinkelhastighetenω2? Vad blirändringen i kinetisk energi?
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Figur 3: Bild till Uppgift 3

Lösning 3: Rörelsem̈angdsmomentet,Hz, m.a.p.z-axeln,är bevarat. N̈ar kulornaär p̊a avst̊andet
d från rotationsaxeln̈ar rörelsem̈angdsmomentet,

Hz = ma2ω1 + 2md2ω1 = m(a2 + 2d2)ω1.

Kulorna dras sedan in mot rotationsaxeln utan att något yttre moment verkar på systemet. R̈orelse-
mängdsmomentet när de stannat vidd/3 ges nu av,

Hz = ma2ω2 + 2m(d/3)2ω2 = m(a2 + 2d2/9)ω2.

Sätter man dessa lika kan man lösa ut att :

Svar 1:

ω2 =
(a2 + 2d2)

(a2 + 2d2/9)
ω1.

Kinetiska energin f̈or en roterande stel kropp ges avT = 1

2
Izω

2. I detta fallär

T1 =
1

2
m(a2 + 2d2)ω2

1

och

T2 =
1

2
m(a2 + 2d2/9)ω2

2 =
1

2
m(a2 + 2d2/9)

(

(a2 + 2d2)

(a2 + 2d2/9)
ω1

)2

=
1

2
m

(a2 + 2d2)2

(a2 + 2d2/9)
ω2

1.

Man får d̊a attökningen i kinetisk energi, d.v.s. arbetet som uträttats n̈ar tr̊adarna drog in kulorna,
är:
Svar 2:

T2 − T1 =
1

2
m

(a2 + 2d2)

(a2 + 2d2/9)

16d2

9
ω2

1.



Uppgift 4: En partikel med massanm rör på ett glatt horisontalplan under inverkan av en cen-
tralkraft vars potentiella energi ges avV (r) = 1

2
kr2. Vid tiden t = 0 är lägetr(0) = 2a ex och

hastighetenv(0) = aω ey, där ω2 = k/m. Ber̈akna sẗorsta och minsta avståndet fr̊an Origo i den
fortsatta r̈orelsen.
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Figur 4: Begynnelsev̈ardena f̈or partikelns l̈age och hastighet visas. Dessutom visas den verkliga
banan. Man ser att svaren blirrmin = a, ochrmax = 2a.

Lösning 4: Energin och r̈orelsem̈angdsmomentetsz-komponenẗar bevarade. Med hjälp av begyn-
nelsev̈ardena f̊ar vi att dessa har värdena:

E =
1

2
mv2(0)+

1

2
kr2(0) =

1

2
ma2ω2+

1

2
k(2a)2 =

1

2
m[a2ω2+(k/m)4a2] =

1

2
m[a2ω2+ω24a2] =

5

2
ma2ω2

och
HO = r(0) × mv(0) = 2ma2ω ez = Hz ez.

Cylinderkoordinater ger också att

E =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2) +

1

2
kr2 =

1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2 + ω2r2)

och attHz = mr2θ̇. DåHz = 2ma2ω fås genast att

θ̇ = 2(a/r)2ω

. Kombineras detta med energin fås,

E/m =
1

2

(

ṙ2 +
4a4ω2

r2
+ ω2r2

)

=
5

2
a2ω2.

Vid största och minstar-värdenäar ṙ = 0. Man får allts̊a ekvationen1
2

(

4a4ω2

r2 + ω2r2

)

= 5

2
a2ω2

för dessar-värden. Multipliceras denna medr2 erh̊alls en andragradsekvation ir2. Den har r̈otterna
r2 =

(

5

2
± 3

2

)

a2. Således f̊as

Svaren: rmin = a, ochrmax = 2a.



Teoritentamen

Uppgift 5: Ange den fysikaliska dimensionenMαLβTγ , d.v.s. ge v̈ardena p̊a α, β och γ, för
följande mekaniska storheter:
a) Accelerationa,
b) ArbeteU ,
c) Rörelsem̈angdsmomentHz,
d) KraftmomentMz,
e) Fj̈aderkonstant (styvhet)k,
f) TröghetsmomentIz.

Svar:
a) Accelerationα = 0, β = 1, γ = −2,
b) Arbeteα = 1, β = 2, γ = 2,
c) Rörelsem̈angdsmomentα = 1, β = 2, γ = −1,
d) Kraftmomentα = 1, β = 2, γ = −2,
e) Fj̈aderkonstant (styvhet)α = 1, β = 0, γ = −2,
f) Tröghetsmomentα = 1, β = 2, γ = 0.

Uppgift 6: Härled (d.v.s. bevisa med en räkning) uttrycket f̈or accelerationen i cylinderkooordi-
nater. Det skall vara vektorstreck på vektorer.

Svar: Se boken. Resultatet skall varaa = (r̈ − rθ̇2)er + (rθ̈ + 2ṙθ̇)eθ + z̈ ez.

Uppgift 7: Utgå från definitionen av r̈orelsem̈angdsmomentHO och kraftmomentMO samt New-
tons andra lag (kraftekvationen) och visa attḢO = MO gäller (för en partikel). Det skall vara
vektorstreck p̊a vektorer.

Svar: Se Nybergs teoribok sidan 244.

Uppgift 8: En stel kropp roterar kring en fixz-axel. Kroppen har tr̈oghetsmomentetIz och vinkel-
hastigheteṅθ. Skriv upp dess r̈orelsem̈angdsmomentHz och dess kinetiska energiT . Antag att
kroppens vinkelacceleration̈ar θ̈. Ge ett uttryck f̈or kraftmomentetMz på kroppen.

Svar: Hz = Iz θ̇, T = 1

2
Iz θ̇

2, Mz = Iz θ̈.
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