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Frilägg cylindern och den lätta stången!
Stången påverkas av kraftparsmomentet
  M   samt kontaktkrafter i   A  och   O .
Cylindern påverkas av  kontaktkrafter i
  A  och   B  samt tyngdkraften   mg.

Betrakta först cylindern och inför   f  och
  N  vid   B ! Inför komponenterna   H  och
  V  vid   A ! Utnyttja sedan lagen om
verkan och motverkan för krafterna på
stången i   A .
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Jämvikt fordrar för:

Stången:

O     :     M H d V d− ⋅ − ⋅ =4 3 0 (1)

Cylindern:

G
    
:     

3
2

d V f⋅ −( ) = 0 (2)

              → − =:     H f 0 (3)

    ↑ − − =:     N mg V 0 (4)

Eftersom gränsfallet mot glidning skall undersökas kan friktionsvillkoret   f N= µ
ansättas direkt. Det sökta kraftparsmomentet ges av (1).

Ekvationerna (2) - (3) ger   H V f N= = = µ   (5)

Ekvation (4) ger då  
    
 N mg=

−
1

1 µ
(6)

Insättning i ekv (1)  ger

    M N d N d= ⋅ + ⋅µ µ4 3   ⇒ (7)

    M N d= ⋅7µ ⇒ (8)

    

M mgd=
−

7
1

µ
µ
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En partikel med massan m rör sig på insidan av en 
cirkelformad skena med radien R som är fäst på ytan 
av ett lutande plan med lutningsvinkeln α . Par-
tikeln ges i den lägsta punkten A en tillräckligt stor 
fart v som möjliggör dess rörelse längs skenan. Man 
observerar att normalkraften från skenan på 
partikeln i A har halverats efter ett varv. Bestäm 
friktionsförlusterna eller friktionskrafternas arbete 
då partikeln har rört sig ett varv från A och åter till 
A.  
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1) Formulera kraftekvationen i normalriktnin-
gen i A, 

2

: sinA
n

vm N mg
R

α= −e  

2

sin AvN mg m
R

α⇒ = + . Normalkrafterna 

från skenan i början och efter ett varv i A blir: 
2
1

1 sin vN mg m
R

α= + , 
2
2

2 sin vN mg m
R

α= + , 

där 1v v=  och 2v  är farten i A efter ett varv. 
2) Bestäm sambandet mellan 1v  och 2v . Vi har 1 22N N= , vilket ger 
 

2 2
2 21 2
2 1

1 1sin 2 sin 2 sin
2 2

v vmg m mg m v v gR
R R

α α α+ = + ⇒ = −  

                                                                                                                                                 
3) Använd lagen om den kinetiska energin och beräkna friktionsarbetet. Obs att tyngkraftens 
arbete är noll från A till A. Vi har: 

2 2 2 2 2
1 2 2 1 2 1 1 1

1 1 1 1 1 sin sin
2 2 2 2 2 4

mU T T mv mv m v gR v v gRα α−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = − = − − = − +⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

 

  eftersom 1v v=                   
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Uppgift 3:
En kropp skjuts upp fr̊an en planet. Fr̊an början har den precis s̊a stor hastighet ve att den
just n̊ar oändligheten med farten noll. ve kallas flykthastigheten. Antag att planeten är ett
klot med massan M och radien R.
a) Beräkna flykthastigheten uttryckt i M och R samt Newtons gravitationskonstant G.
Antag nu att en satellit avfyras med ve i en horisontell riktning fr̊an en punkt p̊a planeten.
b) Vilken höjd h har satelliten när den passerar i zenit 90◦ bort p̊a planeten i avfyr-
ningsrikningen? Fr̊an atmosfär och luftmotst̊and bortses. Ledning: I cylinderkoordinater
ges banan vid centralrörelse av r = `/(1 + e cos θ), där r är avst̊andet fr̊an kraftcentrum
och e kallas excentriciteten. Vad måste e vara om r precis kan bli oändligt?
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Figur 1:

Lösning 3:
a) Energins bevarande T + V = E ger oss i detta fall

1
2
mv2

e −
GmM

R
=

1
2
m02 − GmM

∞ = 0

där E = 0 följer av informationen om sluttillst̊andet. Ur denna ekvation löser man lätt:
Svar 1a:

ve =

√
2GM

R

b) I uttrycket för banan kan excentriciteten vara e = 0 vilket ger en cirkelbana, eller
0 < e < 1 vilket ger banor som inte kan n̊a oändligheten, allts̊a ellipser. För e = 1
kan oändliheten precis uppn̊as (när θ = π). Allts̊a svarar e = 1 mot en bana med flyk-
thastigheten vid planetytan.

Vid uppskjutningen har man d̊a

R = r(0) = `/[1 + 1 · cos(0)] = `/2.

Detta ger att ` = 2R. Vid 90◦ = π/2 f̊ar man d̊a avst̊andet till

r(π/2) = 2R/[1 + 1 · cos(π/2)] = 2R.

Den sökta höjden h f̊as om R subtraheras fr̊an detta avst̊and. Allts̊a f̊as
Svar 1b:

h = R
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I figuren har de två kropparna frilagts.
Kropparna har samma fart eftersom
tråden är oelastisk. Man kan välja att
starta med att skriva upp kraftekvatio-
nen för vardera kroppen, men eftersom
den maximala fjäderförkortningen
inträffar vid ett vändläge (då farten är
noll), väljer vi här att börja med att
skriva upp en energiekvation, förslags-
vis lagen om mekaniska energins
bevarande

    T V T V+ = +0 0 (1)

    

1
2

1
2

1
2

0 0 0 02 2 2mx Mx Mgx kx˙ ˙+ − + = + + + (2)

Vändläge innebär att     ̇x = 0. Insättning i ekv (2) ger då lösningen     x = 0 (startläget)
och

den maximala fjäderförkortningen    
    
x

Mg
k1

2= .

Rörelseekvationen, kraftekvationen för hela systemet, fås om de två kraftekva-
tionerna för partiklarna adderas.  Alternativt tidsderiveras energiekvationen (2):

    

1
2

2
1
2

2
1
2

2 0m x x M x x Mgx k x x⋅ + ⋅ − + ⋅ =˙ ˙̇ ˙ ˙̇ ˙ ˙ (3)

vilket betyder att

    M m x k x Mg+( ) + =˙̇ (4)

Svängningsekvationen på standardform blir

    
˙̇x

k
M m

x
Mg

M m
+

+
=

+
(5)

Jämförelse med teorins standardekvation     ̇̇x xn+ =ω 2 konstant

ger svängningstiden 
    
τ π

ω
πn

n

M m
k

= = +2
2

Vi ser att båda kropparna bidrar till trögheten. Svängningsekvationen säger att
accelerationen är noll för "mittenläget"     x Mg k1 = / .
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