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(1) Berékna dubbelintegralen

//D(x2 +y) dx dy,

dir D ér triangeln med hornpunkter i (—1,0), (0,1) och (1,0). 4 p)
LOSNINGSFORSLAG

Vi riknar ut dubbelintegralen som en upprepad enkelintegral, dér vi integrerar i x-
riktningen forst och sedan i y-riktningen. For y mellan 0 och 1 ska da x ga fran y — 1 till
1 — y och vi far:

//l)(x2+y)dxdy:/01 (/y:y(aerry)dx) dy

(OBS: Den som vill gora det littare for sig kan observera att integranden och omradet
dr symmetriska runt y-axeln, vilket gor att integralen i uppgiften &dr precis lika med 2
ganger integralen 6ver bara hogra halvan av triangeln. Detta ger alltsd samma svar med
nagot enklare rikningar.)



(2) Bestdm det storsta och minsta virde som funktionen f(x,y) = xy* + x antar pa ellips-
skivan 222 + ¢? < 1. 4p)

LOSNINGSFORSLAG

Funktionen f &r kontinuerlig pa ellips-skivan som &dr kompakt, sa vi vet att f antar
ett storsta och ett minsta viarde. Dessa maste antas antingen i inre kritiska punkter eller
i randpunkter (eftersom f &r ett polynom och alltsa deriverbar hur manga ganger som
helst overallt). Vi soker forst kritiska punkter, dvs punkter dér bada partiella derivatorna
ar noll. Eftersom
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som ér skilt fran noll for alla (x, y) sé saknar funktionen kritiska punkter. Vi undersoker
nu randen till ellips-skivan. P4 randen #r 2z% + y* = 1 vilket #r ekvivalent med att
y? =1—22% och —1//2 < x < 1/+/2. For alla punkter (x, %) pa randen giller alltsa att

. 1 1

z,y) = flz,1—22*) =2(1—-22H) +2 =20 — 2%, ——<z<—.
flz,y) = ) = ( ) 5SS
Siitt g(z) = 22 — 223, —1/\/§ <z< 1/\/§ D4 ir g ett polynom av en variabel, alltsa
kontinuerlig, varfor storsta och minsta virde maste antas pa det slutna och begriansade
intervallet. De kan antas i inre kritiska punkter eller i @ndpunkterna pa intervallet. Vi
deriverar och far

J () =2 — 627

och vi ser att ¢'(x) = 0 om och endast om z = 41/+/3, som bada ligger i intervallet. Vi
jamfor nu funktionsvirdena i de kritiska punkterna med funktionsvérdena i indpunkterna
pa intervallet:

V2 V2 4v/3 443
9(—1/\/5) = T o0 9(1/\/5) = DR 9(—1/\/5) = _T’ 9(1/\/5) = T
Vi ser att storsta virdet dr 4+/3 /9 och minsta virdet ir —4+/3 /9 vilket ddrmed ocksa,

enligt var argumentation ovan, ir storsta respektive minsta vérdet av f pa ellips-skivan.
(OBS: randundersokningen ovan kan forstas ocksa goras med Lagranges multiplikator-

metod. Man ska d& optimera f under bivillkoret 222 + y? = 1. Denna metod ger forstés
samma svar.)
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(3) En platt homogen cirkulir skiva med radie 12 och ytdensitet o roterar med vinkelhastig-
heten w kring en axel som &r vinkelrit mot skivan och gar genom skivans centrum.
Skivans totala rorelseenergi ges da av

1
W:—// ov? dx dy,
2J) Jp

dir D ir cirkelskivan och v = wr ir farten for en punkt (z, y) pa avstandet r fran skivans
centrum. Bestdm energin V. 4p)

LOSNINGSFORSLAG

For att berdkna integralen infor vi poldra koordinater, x = rcos¢, y = rsin, dér
0 <r < Roch0 <9 < 2r. Eftersom Jacobi-determinanten av detta koordinatbyte &r r

far vi:
1 1 R 27
W = —// ov?dx dy = —/ (/ Qw2r3d19> dr
2 D 2 Jo 0
R
= Wng/ r3dr
0
mow? R*
==
Svar:
(1) 1/2
(2) Storsta virdet dr 41/3/9 och minsta virdet ir —4+/3/9
3) Tow? R
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