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(1) Berékna dubbelintegralen
// V1 —x2—y?dxdy,
D

dir D #r den cirkelsektor som beskrivs av olikheterna 22 + 32 < 1,y > Ooch z +y > 0.
(4p)

LOSNINGSFORSLAG

Vi byter till poléra koordinater, x = rcosp, y =rsinp,dir0 <r <1
och 0 < ¢ < 37/4, och far
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(2) Lat f(z,y) = y° — 2* — Ty* + 22y + 9y.

A. Bestdm de kritiska (stationédra) punkterna till f. 1p)

B. Bestdm, for var och en av de kritiska punkterna fran uppgift A, Taylorpolyomet av

grad 2 till f kring punkten. 2p

C. Avgor de kritiska punkternas karaktir (lokalt min/lokalt max/sadel). 1p)
LOSNINGSFORSLAG

Vi deriverar partiellt och fér 0 f /0x = —2z + 2y och 0f /0y = 3y* — 14y + 22 + 9.
Kritiska punkter fas da samtliga partiella derivator &r noll. Att 0f/0x = 0 &r ekvivalent
med att y = x och insittning av detta i 9f /0y = 3y* — 14y + 22 + 9 = 0 ger 32% —
12z + 9 = 0 med 16sningar = = 1 och = = 3. Vi fér alltsa tva kritiska punkter, dvs (1, 1)
och (3, 3).

For att bestimma karaktdren pa de kritiska punkterna ska vi ta med andra ordning-
ens termer i Taylorutvecklingen av f kring de béda punkterna. Vi far 9 f0z2? = —2,
O? foxdy = 2, 0? fOy* = 6y — 14.

Kring (1,1) har f andra gradens Taylorpolynom:

puale,y) = 4+ (=2 — 17 +4x — 1)y — 1) = 8y — 1?),
dir andragradstermerna avgor karaktiren. Dvs med @ — 1 = hoch y — 1 = k ska vi
studera Q(h,k) = —2h* + 4hk — 8k*. Med hjilp av kvadratkomplettering ser vi att
Q(h, k) = —2((h — k)* + 3k?) vilket ir en negativt definit kvadratisk form - alltsd dr
punkten (1, 1) en lokal maxpunkt.
Kring (3, 3) har f andra gradens Taylorpolynom:

paa(e,) = 5(=2( = 1? + 40 = 1)(y = 1) + 4y — 1),

dir andragradstermerna avgor karaktdren. Dvs med x —1 = hochy—1 = k ska viidetta
fall studera Q(h, k) = —2h? + 4hk + 4k*. Med hjilp av kvadratkomplettering ser vi att
Q(h,k) = —2((h — k)* — 3k?) vilket &r en indefinit kvadratisk form - alltsa 4r punkten
(1,1) en sadelpunkt.

Funktionen f har alltsa exakt en lokal extrempunkt, en lokal maxpunkti (1, 1).



(3) Inom nationalekonomi anvénds ibland en funktion av typen

Svar:

F(L,K)=AL*K",
for att beskriva hur produktionen F beror pa arbete, L, och kapital, K. Funktionen kallas
Cobb-Douglas produktionsfunktion och A, a och [ #r konstanter. Anta att « = § = 1/2
och att proportionalitetskonstanten A = 1. Anta vidare att budgetbegrinsningar tillsam-
mans kostnader for arbete och kapital gor att K och L, forutom att vara icke-negativa,
ocksa maste uppfylla villkoret 45L + 15K = 270. Bestdm de virden pa K och L som
maximerar produktionen under dessa betingelser. 4p)

LOSNINGSFORSLAG

Vi ska maximera F(L, K) = L'/2K'/? under bivillkoret G(L, K) = 45L + 15K =
270, ddr L, K > 0. Eftersom F ér kontinuerlig pa den kompakta miingd som (L, K) vari-
erar i maste F' anta ett storsta virde. Detta kan antas antingen i nagon av linjesegmentets
dndpunkter (0, 18) och (6, 0) eller i ndgon punkt didr L > 0 och K > 0 och bivillkoret dr
uppfyllt. I en sadan optimal punkt maste V' och VG vara parallella, enligt Lagranges
sats, eftersom I’ och GG bada ir C''. Detta villkor ger att

1.
ZL l/ZA 1/2 <45)
1 =
_Ll/QK—l/Z 15
2

vilket ger att A = /K/L/90 = /L/K /30 som medfor att K? = 9L? och ddrmed
K = 3L, eftersom bada dr positiva. Inséttning av detta i bivillkoret ger nu att L = 3
och alltsa ocksa att K = 9. Vi jamfor virdena i de aktuella punkterna och ser att den
maximala produktionen ir F(3,9) = 3%/29Y/2 = 3./3. De viirden pad L och K som
maximerar produktionen ér alltsa L = 3 och K = 9.

(1) /4
(2) A.(1,1) och (3,3)

B.pii(z,y) =4+ %(—2@ — 24+ 4(x—1)(y—1) — 8(y — 1)?), och

1
P33T, y) = 5(—2@ — D2+ d(r - 1)(y — 1) +4(y — 1)%).
C. (1,1) &r en lokal maxpunkt och (3, 3) édr en sadelpunkt.

3) L=3och K =9.



