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(1) Berdkna dubbelintegralen

dir D = {(x,y): 4<x*+y*<9ochy>0}. 4 p)

LOSNINGSFORSLAG

Vi byter till polédra koordinater x = rcos@, y =rsin@,dir2<r<3och0< ¢ <z,

och far
JJ Xty dxdy =
p X2+ y?

rCcos @ + rsin@
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(2) Lat f(x,y) = x* + y* — 4xy. Hur manga lokala extrempunkter (lokala max/min) har
funktionen f? “4p)

LOSNINGSFORSLAG

Funktionen f dr ett polynom och alltsa C* dverallt, vilket betyder att eventuella lokala
extrempunkter méaste vara kritiska punkter. Vi deriverar partiellt och far df /dx = 4x> —
4y och df /dy = 4y* —4x. Kritiska punkter fis di samtliga partiella derivator #r noll. Att
df /ox = 0 #r ekvivalent med att y = x> och insittning av dettaidf/dy = 4> —4x =0
ger x° = x med I6sningar x = +1 och x = 0. Vi fér allts4 tre kritiska punkter, dvs (1, 1),
(—=1,—1) och (0, 0).
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3)

For att bestimma karaktéiren pa de kritiska punkterna ska vi ta med andra ordning-
ens termer i Taylorutvecklingen av f kring de bida punkterna. Vi far 0f /dx* = 12x2,
0*f [0xdy = —4, 0*f /dy* = 12y

Kring (0, 0) har f andra gradens Taylorpolynom:

Po,o(X, y) = —4xy,

vilket betyder att origo dr en sadelpunkt (den kvadratiska formen &r indefinit).

Kring (1, 1) har f andra gradens Taylorpolynom:

1
palx,y)=-2+ 5(12(36 -1’ =8(x - D(y—D+12(y - D?),

dér andragradstermerna avgor karaktdren. Dvs med x — 1 = hoch y — 1 = k ska vi i detta
fall studera Q(h, k) = 12h* — 8hk + 12k>. Med hjilp av kvadratkomplettering ser vi att
Q(h, k) = 12((h — k/3)? + 8k*/9) vilket ir en positivt definit kvadratisk form - alltsa dr
punkten (1, 1) en lokal minpunkt.

Pa grund av symmetrin (eller med hjélp av berikningar) far vi samma slutsats i punk-
ten (—1, —1) som i punkten (1, 1).

Funktionen f har alltsa exakt tva lokala extrempunkter, lokala minpunkteri (1, 1) och
(-1, -1).

En komet ror sig ldngs en bana som 1 ett ON-koordinatsystem beskrivs av ekvationen

V-

x> =1, med y > 0. Avgor hur nira kometen kommer punkten (1,0) genom att gora

foljande:

A.
B.

C.

Formulera problemet som ett optimeringsproblem med bivillkor. 1p)
Forklara varfér man pa forhand kan veta att det finns en optimal punkt till problemet
i uppgift A. 1p)
Los problemet 1 uppgift A med hjilp av Lagranges metod och ange hur nira kometen
kommer punkten (1, 0). 2p)

LOSNINGSFORSLAG

Avstandet fran punkten (x, y) till punkten (1, 0) ges av 1/(x — 1) + y2. Vi ska alltsa
minimera funktionen f(x,y) = v/(x — 1)2 4 y2 under bivillkoret g(x,y) = y> —
x> — 1 = 0. (Om man vill ha enklare rikningar kan man konstatera att rotuttrycket
i funktionen f minimeras nir det som star under rottecknet minimeras, eftersom
rotfunktionen &r stringt vixande. Anvénds detta kan man alltsa formulera problemet
s& att man ska minimera A(x, y) = (x — 1)> + y* under bivillkoret g(x, y) = y* —
x> — 1 = 0 — och nir man 16st detta problem gor man en rotutdragning for att hitta
minimum av f.)

. Punkten (0, 1) ligger pa hyperbeln och avstandet fran denna punkt till (1, 0) dr exakt

V2. Det sokta minsta avstindet 4r alltsi hogst v2. For punkter utanfor cirkeln runt
(1,0) med radie V2 ir avstandet storre dn v/2. Dir kan minimum alltsa inte antas.
Den del av av kurvan y> — x> — 1 = 0 som ligger i omradet (x — 1)> + y*> < 2



Svar:
(1) 2

3

ar en kompakt miangd och funktionen f dr kontinuerlig pa denna, sa darfor kan vi
pa forhand veta att f har ett minsta virde pa denna mingd, vilket da ocksa, enligt
argumentet ovan, maste vara losningen pa optimeringsproblemet.

. Det minsta virde vi genom B vet finns maste antas i en punkt dédr V f och Vg ir pa-

rallella, enligt Lagranges sats, eftersom f och g bida ir C! dverallt. Eftersom Vg #
(0, 0) dverallt pa hyperbeln sa har vi alltsa i en optimal punkt att

x—1
VE=1D2+y* | J —2x
y S\ 2y )0

for nagot tal A. Ekvationen i andra koordinaten ger att 24 = 1/4/(x — 1)? + y?
eller y = 0. Eftersom y = 0 inte uppfyller bivillkoret &r detta uteslutet och 24 =

1/4/(x — 1) + y?> maste gilla. Ekvationen i forsta koordinaten ger da att x—1 = —x
vilket dr detsamma som att x = 1/2. Insittning av detta i bivillkoret ger da att
y>—=1/4 =1 (och y > 0) dvs y = +/5/2. Vi har allts& en punkt diir V£ och Vg ir
parallella, nimligen (1/2, ¥/5/2) och detta méste d4 vara var minpukt. Minsta virdet
av f aralltsd f(1/2,V5/2) = \/1/4 +5/4 = \/3/2 som &r minsta avstandet.

(2) Funktionen f har tva lokala extrempunkter, lokala minpunkteri (1, 1) och (=1, —1).

(3) A. Minimera f(x,y) = 1/(x — 1)? + y? under bivillkoret g(x, y) = y* — x> -1 =0.
B. Se 16sningen.

C. /3/2.



