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Differentialekvationer

Manga system kan beskrivas val med hjalp av differentialekvationer. | denna kurs be-
handlar vi system som kan beskrivas av linjara differentialekvationer, dvs

dy dn—ly d"u a1y
i @)+ a1y () + .+ any(t) = o () + by gy

Losningen till en linjar differential ekvation kan delas upp i tva delar, en homogen
16sning yn och en partikularlosning yp, dvs

y(t) = yu(t) +yp(t). )

Den homogena I6sningen far man genom att l6sa

() +...+bu(t) (1)

d"yh d"lyy

dtn dtn-1

d.v.s. genom att satta hogerledet i (1) till noll. Lésningen far man fram genom att sétta
in ansatsen y = eM vilket leder till

t)+a (t)+-..+anyn(t) =0,

(A“+a1)\(“—1)+...+an) =0

vilket i sin tur leder till den s.k. karakteristiska ekvationen?®
AN+ a A4 ta, ©)

Den homgena ldsningen ges av2
n
yH(t)=Cle2\1t+C2€)‘2t+,__+Cne)\nt:Zlcie)\it, @)
i=

dar A; ar rotter till den karakteriska ekvationen (3). Vi kan se att om alla rotter A;
ar mindre an noll kommer yy att g& mot noll3, d.v.s. i detta fall kommer y(t) efter
tillrackligt 1ng tid ges av partikularlosningen yp. | det alméanan fallet kan rotterna till
(3) vara komplexa. Viktigt att komma ihag ar att komplexa rotter alltid forekommer i
komplexkonjugerad par om koefficienterna till diffekvationen ar realla. Alltsa, om vi
har en rot Aj = a + i3 maste det finnas en rot A1 = o —iB, dvs Ajj11 = o ip. For
dessa rotter géller att

c et +Ci+1e"i+1t — ot (Ciei[}t +Ci+1e—i[3t)
vilket kan skrivas om till

e (Csin(Bt) +Ci,.1sin(Bt)) -

Denna signal bestar av tva faktorer, den ena (det inom parentesen) &r en sinussvaningen
och den andra bestammer amplituden pa denna svangning. Om R e{a} < 0 kommer
signalen att detta uttryck att ga mot noll. Allsta kan vi generellt saga att om R e{Ai} < 0
for alla rotter till (3) s& kommer den homogena losningen att klinga ut. Darfor kallas
denna losning ocksa for transienten.

Overféringsfunktionen

Ett kraftfullt hjalpmedel vid 16sning av differentialekvationer &r Laplacetransformen
som definieras enligt

LpI© = [ yetds=Y(s).

1M £ 0wt
20m man antar att det bara finns enkla rétter till (3)
St 5 0VA <O
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Om man Laplacetransformerar hela differentialekvationen ovan under antagandet att
systemet befinner sig i vila vidt = 0, dvs

dn d"u
TO=0 y0)=0, =

far man
("+as . an)Y(s) = (boS" + ST ...+ br)U ()

vilket kan skrivas som

bos"+ by 1+ ...+ by

Y(s) =
() S+as-1+.. +a,

U(s) =G(9U(s)

dar G(s) kallas éverforingsfunktion. Sambandet mellan y och u kan alltsa skrivas

I ett blockschema kan detta samband ritas som i Figur 1.

u

U s Y

Figur 1: Blockdiagram som askadliggdr sambandet Y (s) = G(s)U((s).

Rotterna till Gs taljararpolynom (Zo bis™! = 0) kallas nollstallen, och rétterna till
G’s namnarpolynom (s" + 37~ 14" = 0) kallas poler. Jamfor med rotterna till den
karakteristiska ekvationen fér motsvarande homogena diff.ekv..

Laplacetransformer fér de vanligaste funktionerna finns i appendix till kursboken.

Viktsfunktionen

En annan egenskap som Laplacetransformen har ar att en faltning i tidsplanet motsvaras
av multiplikation i frekvensplanet, dvs

/g ut—Tt)dt= L =Y(s) =G(s)U(9)

dar g(t) = L~1[G](t). g(t) kallas viktsfunktionen darfor att den anger hur stor vikt man
skall 1agga till varje gammal insignal nér man réknar ut utsignalen. Viktsfunktionen
kallas ocksa impulssvaret eftersom det géller att y(t) = g(t) om u(t) = d(t) dvs att
insignalen, u(t), & en impuls. Om man vill bestdimma inverstransformen till en funktion
kan man anvanda samma tabell i appendix som for att bestimma transformen men man
laser den fran hoger till vanster istéllet.

Polerna

Systemets uppforande beror till stor del pa var polerna ligger. Om vi later polerna
betecknas med A; visar foljande tabell det typiska uppférande vid ett stegsvarsexperi-
ment for olika lagen pé polerna.

e Asymptotiskt stabilt
y(t) — 0 om u(t) = 0, oavsett begynnelsevillkor, nér
Re(A) <0 Vi

¢ Instabilt
y(t) — oo dven om u(t) = 0, for nagot begynnelsevillkor, nar
Re(Ai) > 0 for ndgot i
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Asymptotiskt stabilt | Instabilt
allarj<0e Re Ai € R nagon Aj >0

225 3 a5
vvvvv (secs)

Im{Ai} #0, alla Re{Ai} <0 | Im{Ai} # 0, ndgon RefAi} >0

25 3 35 4 45 5 h 5 10 15 25
Time (secs) Time (secs)

Ett system med alla poler pa den imaginara axeln &r helt odampat och kommer att
svanga for alltid. Detta system é&r stabilt (dock ej asymptotiskt stabilt). Nar man séger
att ett system ar stabilit syftar man dock ofta pa att det &r asymptotiskt stabilt.

Slutvardesteoremet

Ofta ar man intresserad av att kunna tala om hur systemet kommer att uppféra sig nar
det ntt stationart tillstdnd, dvs da det inte langre dndrar sig. For att studera stationart
tillsand brukar man titta da t — co. Har systemet inte lugnat ner sig da, lugnar det aldrig
ner sig! Till sin hjalp har man da slutvardesteoremet som sager att om lim¢_,o y(t) 3
sa galler

limy(t) = limsv(s)

Kravet for att fa anvanda slutvardesteoremt kan ocksa formuleras sa att Y (s) maste ha
sina poler i VHP (kan tillata en pol i origo) eller att y(t) &r asympotiskt stabil.

Aterkoppling

Nar man skall reglera ett system kanns det ganska naturligt att titta pa vad som kommer
ut ur systemet nar man skall valja insignal. Nar vi kor bil haller de flesta av oss blicken
pa vagen for att kunna vélja styrvinkel pa ratten for att bilen skall hélla sig p& vagen.
Gor vi inte det brukar det sluta illa. Ett annat exempel ar farthallningen pa en bil. Om
vi vill kéra en viss hastighet tittar vi pa hastighetsmataren och trycker pd gasen om vi
kor for langsamt och slapper om vi kor for fort.

r+@e e u s y

Figur 2: Genom aterkoppling kan vi dndra ett systems egenskaper. | blockdiagrammet
are=r —ydet s.k. reglerfelet. F ar var regulator som i fallet med hastigethallning av
en bil ar ndgot som trycker pa gasen nér e ar storre dn noll, dvs vi kor for langsamt och
slapper pa gasen nar e & mindre &n noll.

Genom aterkoppling kan vi forandra ett systems egenskaper. Vi kanske vill gora
det snabbare och/eller stabilare. Aterkoppling gér ocks att vi inte behéver veta lika
mycket om systemet vi skall reglera. Skulle vi anvénda s.k. éppen styrning skulle vi
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behova veta exakt vilket gaspadrag som behovs for en viss hastighet. For att klara detta
maste man dessutom t.ex. veta hur mycket och i vilken riktning det blaser ute och vilket
luftmostand bilar har.

PID-Regulatorn

En enkel regulator fas genom att lata styrsignalen vara proportionell mot reglerfelet

e=r—y,dvs
u(t) = Kp(r(t) — y(t) = Kpe(t) (5)

dér r(t) &r referenssignalen och e(t) &r reglerfelet.

Med en P-regulator kan man gor ett system snabbare, men nar man 6kar forstarknin-
gen (Kp) for mycket kan man fa problem men instabilitet. I manga fall kommer man
ocksa att fa ett kvarstdende, stationart, reglerfel, dvs e kommer inte att g mot 0 vilket
alltsa betyder att utsignal y inte kommer att nd den 6nskade signalenr.

En mer generell regulatorkonstruktion &r den s.k. PID-regulatorn dar man utéver
den Pproportionella verkan ocksa har ntegrerande och Deriverande regulatorverkan.
PID-regulatorn kan skrivas

u(t) = ( il / Ddt+To d(tt)>. (6)

Om vi applicerar Laplaceoperatorn pa (6) far vi fram éverforingsfunktionen
1
U(s) =Kp (E(s) + S7E(s) +TDsE(s)) =F(9)E(s)
|

1
F(s)=Kp|14+—+Slp .
= F(9 =Ke (1+ 5 +5T)

PID-regulatorn har 3 “rattar”, Kp, Ty och Tp.

e Pproportionell aterkoppling
Anvander felet just nu
Genom att 6ka Kp blir systemet snabbare, men stabiliteten minskar

e lintergrerande aterkoppling

Anvénder felet som varit

Integrerande verkan tar bort stationédra fel och gor systemet snabbare, men ger
sémre stabilitet. Att det stationdra felet férsvinner ndr man anvénder integrerande
verkan kan man inse genom féljande resonemang. | stationdrt tillsand galler att
utsignalen y ar konstant. For att detta skulel kunna uppnas maste styrsignalen
ocksa vara konstant. Om inte felet e ar noll kommer integraltermen att dndra
varde och darmed styrsignalen u. Alltsd maste felet bli noll till sist. Man maste
i praktiken ocksa tanka pa att man kan raka ut for integratoruppvridning (se
LAB1).

e Deriverande aterkoppling
Forsoker predikera framtida fel och anvénda det. Atminstone for smé Tp galler
jutex. atte(t+Tp) ~ e(t) + TD%, dvs Tp kan ses som en prediktionshorisont.
Derivernade verkan stabiliserar systemet genom att gor det langsammare. Som
vi ser fran ekvationen motverkar ju alla forandring i systemet av D-delen. Da
felet blir mindre (derivatan negativ) minskar D-delen styrsignalen vilket far till
foljd att felet minskar langsammare, dvs systemet bromsar in.

Forsoker man stalla in parametrarna for en PID-regulator ser man snart att det &r ganska
svart. Detta beror pa att verkan frén de tre delarna ar kopplade. Okar man t.ex. Tp ror
sig systemet langsammare upp mot slutvardet. Detta betyder i sin tur att integraltermen
hinner véxa sig storre vilket betyder att man riskerar att fa storre Gverslang &n med ett
mindre Tp (se LABL).



