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Differentialekvationer

Maénga system kan beskrivas vil med hjélp av differentialekvationer. I denna kurs be-
handlar vi system som kan beskrivas av linjédra differentialekvationer, d.v.s.
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Losningen till en linjir differentialekvation kan delas upp i tva delar, en homogen 16s-
ning yy och en partikuldrlosning yp,

y(6) = yu () +yp(1). (2)
Den homogena l16sningen far man genom att 16sa
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d.v.s. genom att sitta hogerledet i (1) till noll. Losningen far man fram genom att sitta
in ansatsen y = eM vilket leder till

(7»”+a17»(”71) +... +an> M =0

vilket i sin tur leder till den s.k. karakteristiska ekvationen'
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Den homogena Iosningen ges av>

n
yH(l‘) = Cleklt _|_Cze7»2l +.. _'_Cneknz _ Zciexi[, @
i=1

dér A, dr rotter till den karakteriska ekvationen (3). Vi kan se att om alla rotter A; dr neg-
ativa kommer yy att g mot noll®, d.v.s. i detta fall kommer y(¢) efter tillréickligt 1ang tid
ges av partikuldrlosningen yp. I det allménna fallet kan rotterna till (3) vara komplexa.
Viktigt att komma ihag dr att komplexa rotter alltid forekommer i komplexkonjuger-
ad par om koefficienterna till differentialekvationen ir reella. Alltsa, om vi har en rot
Ai = 0.+ iP maste det finnas en rot A1 = o —if, d.v.s. A; ;11 = o if. For dessa rotter
giller att

CieM 4 Cppy ettt = e (Cieiﬁt +Ci+1eiiﬁt)
vilket kan skrivas om till
e (Cisin(Pr) +Ci,y cos(Pr)) .

Denna signal bestar av tva faktorer, den ena (den inom parentesen) dr en sinussviangn-
ing och den andra bestéimmer amplituden pa denna svéingning. Om R e{A;} < 0 kom-
mer signalen att detta uttryck att gd mot noll. Allstd kan vi generellt séga att om
Re{\;} <O for alla rotter till (3) sd kommer den homogena losningen att klinga av.
Dirfor kallas denna 16sning ocksa for transienten.

Overforingsfunktionen

Ett kraftfullt hjalpmedel vid 16sning av differentialekvationer dr Laplacetransformen
som definieras enligt

£hls) = [ e s =¥(s)

TeM £ 0Vt
20m man antar att det bara finns enkla rotter till (3)
3eM 50V A <0
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Om man Laplacetransformerar hela differentialekvationen ovan under antagandet att
systemet befinner sig i vila vid = 0,

dy d"u
0)=0, ...y(0)=0, —
d["( ) ? y( ) ) d["

(0)=0, ...u(0)=0
far man
(s"+ars" ' .. +a,)Y(s) = (bos" +b1s" ...+ b,)U(s)

vilket kan skrivas som

s" sl 4 b,
y(s) = 2l F O Gus)

sS"taistl 4+ +a,

ddr G(s) kallas éverforingsfunktion. Sambandet mellan y och u kan alltsd skrivas

I ett blockschema kan detta samband ritas som i Figur 1.

u
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Figur 1: Blockdiagram som édskadliggor sambandet Y (s) = G(s)U (s).

Rétterna till tiljararpolynom (Y0 b;s" ' = 0) for G(s) kallas nollstiillen, och rétter-
na till motsvarande ndmnarpolynom (s" + 27_1 a;s"~' = 0) kallas poler. Jimfor med
rotterna till den karakteristiska ekvationen for motsvarande homogena differentialek-
vation.

Laplacetransformer for de vanligaste funktionerna finns i appendix till kursboken.

Viktsfunktionen

En annan egenskap som Laplacetransformen har &r att en faltning i tidsplanet motsvaras
av multiplikation i Laplace-planet,

¥(t) = /Otg(‘c)u(t “T)dt= L= Y(s) = Gs)U(s)

dir g(t) = £7[G](t). g(t) kallas viktsfunktionen dirfor att den anger hur stor vikt
man skall ldgga till varje gammal insignal nidr man berdknar utsignalen. Viktsfunk-
tionen kallas ocksd impulssvaret eftersom det giller att y(z) = g(¢) om u(t) = 8(¢),
d.v.s. att insignalen, u(¢), dr en impuls. Om man vill bestimma inverstransformen till
en funktion kan man anvénda samma tabell i kursbokens appendix som for att bestdm-
ma transformen men man lédser den fran hoger till vinster istillet.

Polerna

Systemets uppforande beror till stor del pa var polerna ligger. Om vi liter polerna
betecknas med A; visar féljande tabell det typiska uppférande vid ett stegsvarsexperi-
ment for olika ldgen pa polerna.

e Asymptotiskt stabilt
y(t) — 0 om u(t) = 0, oavsett begynnelsevillkor, nir
Re(\;) <0 foralla i

o Instabilt
y(t) — oo dven om u(r) = 0, f6r ndgot begynnelsevillkor, nir
Re(A;) > 0 for nagot i
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Ett system med alla poler pa den imaginira axeln dr helt oddimpat och kommer att svén-
ga for alltid. Om polerna pa imagindra axeln &r enkla, s 4r systemet stabilt (dock ej
asymptotiskt stabilt). Nér man séger att ett system ir stabilt, sd menas det i reglerteknik
insignal-utsignal stabilt. Asymptotiskt stabilitet (d.v.s. alla poler strikt i vénster halv-
plan) medfor insignal-utsignal stabilitet.

Slutvirdesteoremet

Ofta dr man intresserad av att kunna tala om hur systemet kommer att uppfora sig nér
det natt stationért tillstand, d.v.s. da det inte lidngre éndrar sig. For att studera stationért
tillstand brukar man titta da t — oo. Har systemet inte lugnat ner sig da, lugnar det aldrig
ner sig! Till sin hjélp har man di slutvirdesteoremet som séger att om lim; o y(¢)
existerar sa giller

lim y(¢) = limsY (s)

t—roo s—0

Kravet for att fa anvinda slutvirdesteoremet kan ocksa formuleras sd att ¥ (s) méste ha
sina poler i VHP (kan tillata en pol i origo) eller att y(¢) dr asympotiskt stabil.

;\terkoppling

Nir man skall reglera ett system kénns det ganska naturligt att titta pa vad som kommer
ut ur systemet nir man skall vilja insignal. Nér vi kor bil héller de flesta av oss blicken
pa vigen for att kunna vilja styrvinkel pa ratten for att bilen skall halla sig pa vigen.
Gor vi inte det brukar det sluta illa. Ett annat exempel ir farthallningen pa en bil. Om
vi vill kora en viss hastighet tittar vi pa hastighetsmitaren och trycker pa gasen om vi
kor for langsamt och sldpper om vi kor for fort.

+
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Figur 2: Genom aterkoppling kan vi dndra ett systems egenskaper. I blockdiagrammet
ar e = r —y det s.k. reglerfelet. F &r var regulator som i fallet med hastighetshallning
av en bil dr ndgot som trycker pa gasen nir e ér storre dn noll, d.v.s. vi kor for langsamt
och slédpper pa gasen nir e #r mindre dn noll.

Genom aterkoppling kan vi forindra ett systems egenskaper. Vi kanske vill gora
det snabbare och/eller stabilare. Aterkoppling gor ocksa att vi inte behover veta lika
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mycket om systemet vi skall reglera. Skulle vi anvénda s.k. oppen styrning skulle vi
behova veta exakt vilket gaspadrag som behdvs for en viss hastighet. For att klara detta
maste man dessutom t.ex. veta hur mycket och i vilken riktning det blaser ute och vilket
luftmostand bilar har.

PID-Regulatorn

En enkel regulator fas genom att lata styrsignalen vara proportionell mot reglerfelet
e=r—y,

u(t) = K(r(t) —y(t)) = Ke(r) (5)

dir r(r) ér referenssignalen och e(r) ér reglerfelet.

Med en P-regulator kan man gor ett system snabbare, men nédr man okar forstiarknin-
gen (Kp) for mycket kan man fa problem men instabilitet. I méanga fall kommer man
ocksa att fa ett kvarstaende, stationért, reglerfel, d.v.s. e kommer inte att ga mot 0 vilket
alltsa betyder att utsignal y inte kommer att na den 6nskade signalen r.

En mer generell regulatorkonstruktion dr den s.k. PID-regulatorn dédr man utdver
den Proportionella verkan ocksa har I ntegrerande och Deriverande regulatorverkan.
PID-regulatorn kan skrivas

u(t) = ( )+ o / DT+ Tp d(t’)) ©)

Om vi applicerar Laplace-operatorn pa (6) far vi fram 6verforingsfunktionen

U(s)=K (E(s) + Sf;[E(s) + TDSE(S)) =F(s)E(s)

1
= F(s)=K |14+ — p ).
(s) <+ST1+SD)

PID-regulatorn har 3 “rattar”, K, T; och Tp.

e Proportionell aterkoppling
Anvinder felet just nu
Genom att 6ka Kp blir systemet snabbare, men stabiliteten minskar

e Integrerande aterkoppling
Anvinder felen som varit
Integrerande verkan tar bort stationira fel och gor systemet snabbare, men ger
sdmre stabilitet. Att det stationéra felet forsvinner nér man anvénder integrerande
verkan kan man inse genom foljande resonemang. I stationért tillstand géller att
utsignalen y dr konstant. For att detta skall kunna uppnas maste styrsignalen ock-
sa vara konstant. Om inte felet e dr noll kommer integraltermen att 4ndra virde
och didrmed styrsignalen u. Alltsa maste felet bli noll till slut. Man maste i prak-
tiken ocksa tinka pa att man kan raka ut for integratoruppvridning (se LAB1).

e Deriverande aterkoppling
Forsoker predikera framtida fel och anviinda det. Atminstone fér sma Tp géller ju

tex.atte(t+Tp) = e(t) +Tp dfl(t’), d.v.s. Tp kan ses som en prediktionshorisont.
Deriverande verkan stabiliserar systemet genom att gor det langsammare. Som
vi ser fran ekvationen motverkas ju alla fordndring i systemet av D-delen. Da
felet blir mindre (derivatan negativ) minskar D-delen styrsignalen vilket far till

foljd att felet minskar langsammare, d.v.s. systemet bromsar in.

Forsoker man stilla in parametrarna for en PID-regulator ser man snart att det dr ganska
svart. Detta beror pé att verkan fran de tre delarna ir kopplade. Okar man t.ex. Tp ror
sig systemet langsammare upp mot slutvirdet. Detta betyder i sin tur att integraltermen
hinner vixa sig storre vilket betyder att man riskerar att fa storre 6versling #n med ett
mindre Tp (se LAB1).



