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1.

2.

(a)
(b)

(a)

Stegsvaret ges av y(t) = K(1 — e /7). Fran slutvirdet fas K = 2, och tiskon-
stanten kan avlisas till 7" = 0.5.

I stationéritet ges utsignalen av

y(t) = |G(iw)|sin(wt + arg G(iw)),

dér |G(iw)| = och arg G(iw) = —arctan wT' .

K
V1+wrT?
Systemet ges av ©# = f(z,u) = x — z® + u och y = h(z) = z. De stationira
punkterna ges av

O:f($0,U0):.T0—373+1<=>I0:

Y

L V5
2

DN | —

eftersom ug = 1. Derivatorna blir

folx,u) =1-2x, fulx,u)=1, h.(z)=1, h,

—~
8
~—
I
=

ochviférdéxozé—i—‘/?g
A - fx(IO,UO) - _\/57 B = fu($07U0) - 17 C - h%(x()) - ]-7 D - hu<x0) - 07

och da zy =

e[S

1
2
A= fo(wo,up) = \/5, B = fu(wo,up) =1, C=hy(x9) =1, D = hy(z0)=0.
Det linjériserad systemet ges av

Az = AAx + BAu
Ay = CAx + DAu,

dir Ar =2 —x9, Au=u—1, Ay =y — xg och xq, A, B,C, D anges ovan.

Kring den stationédra punkten zy = % + @ ar systemet asymptotiskt stabilt,

V5

och kring den stationéra punkten xy = % — > dr systemet instabilt.

Overforingsfunktionerna finnes genom:
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i ( ) = Gi(s)(U(s) = Ga(s)X(5)) = Ga(s)U(s) = Gi1(s)Ga(s) X (s)
X(s)(1+ Gi(s)Ga(s)) = Gr(s)U(s)

X(s) = matyemU )

G1(s)
;»GX()—m

. Y(s) = Gu(s)U(s) + G3(s) X (s) = Ga(s)U(s) + G3(s)Gx(s)U(s)
— (Gals) + 720G 7 (s)

1+G1 (S)GQ(S

G1(s)Gs(s
:>G(s)=G4(3)+%

(b) Vi kan skriva G(s) = 252 som

s+2 s+ 2 s+ by
2 8240s+0  s24a1s+ap

G(s) =

Detta kan nu skrivas enkelt pa t.ex. styrbar kanonisk form:

(0D
5 (1)
= (b b)o—(1 2)a

——
Cs

eller alternativt (det ricker att svara med en korrekt form for att fa full poing)
pa observerbar kanonisk form:

Ett system &r en minimal realisation om det &r bade styrbart och observerbart.
Dérfor maste styrbarhetsmatrisen (S) och observherbarhetsmatrisen (O) ha full
rang.

det.S = det ( [B, ASBS]):det([(l) (1)1):1;&0

wo-aa([§3])-as(f ) --or

Alternativt om en observerbar kanonisk represtation anvinds:
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det S = det ([B, A,B.] ) :det(B (2)] ) — 440

wi0-an([5]) - [} )15

I bada fallen har styrbarhetsmatrisen (S) och observerbarhetsmatrisen (O) full
rang, eftersom determinanten ar skilld fran noll. Darfor dr systemet en minimal
realisation.

Med tillstandsaterkopplingen u(t) = —Lax(t) + lor(t), blir tillstandsekvationen

#(t) = Az(t) + Bu(t) = (A — BL)x(t) + lor(t)

Polerna ges da av egenvirden till (A — BL), d.v.s. genom karakteristiska ekva-
tionen:

det<sf-<A5—BsL>>:det({3 0} —(ﬁ 8} - H n lﬂ))

s+1; 1 <3)
:det<[ ! ;})zsz+zls+12=o

-1
Onskade poler i {—1, —1} ger foljande karakteristiska ekvation:

(s+1)=s"4+2s5+1 (4)

Genom att identifiera koefficienter mellan (3) och (4) erhalles:

I =2 lo=1

Notera: Detta kunde dven inses snabbt genom att uppmérksamma att for system
skrivna pa styrbar kanonisk form &r koefficenterna i den 6nskade karakteristiska
ekvationen samma som parametrarna [; i L-matrisen for aterkopplingen.

Systemet fran r(t) till y(¢) dr Y (s) = C(sI — (A — BL)) 'BlyR(s). Den statiska
forstarkningen erhalls da s = 0, vilket medfor:

1 1
Cy(—A,+ B,L)"'B, 2

Pa liknande séatt kan L och [y erhallas om kanonisk observerbar form nyttjats,

d.v.s. (4., B,,C,) 1 (2). Da blir
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En observator infors i systemet enligt:

#(t) = Ax(t) + Bu(t) + K(y(t) — Ci(t)

Polerna ges nu av egenvérden till (A — KC'), d.v.s. genom karakteristiska ekva-
tionen genom matriserna i (1):

det(s] — (A, — KCy)) = det ( {8 ﬂ - ( {(1) 8} - {Zj 12 ))

. S+k1 2]{;2 2 i
_det(|ik2_1 S+2k21)_8 +(l€1+2k‘2)$+2]€1—0
()

Onskade poler i {—10,—10} till observatéren ger en foljande karakteristiska
ekvation:

(s +1)* = s* + 20s + 100 (6)

Genom att identifiera koefficienter mellan (5) och (6) erhalles:

k=50, ky=-15= K=[50 —15]"

Pa liknande sitt kan K erhallas om kanonisk observerbar form nyttjats. For
system skrivna pa observerbar kanonisk form &r koefficenterna i den onskade
karakteristiska ekvationen samma som parametrarna k; i K-matrisen for obser-
vatoren, d.v.s.:

K =1[20 100]".

Lat w. vara skiirfrekvensen for F'(s)G(s) da F(s) = Kp. Eftersom fasmarginalen
ska vara ¢, = 45° och ¢, = arg(F(iw.)G(iw.))+180° = arg(G(iw.))+180° med
en P-regulator, far vi arg(G(iw.)) = —135°. I figur 3 ser vi att w, = 2.0 rad/s.

Vi har F(s) = Fleqa(s)Flag(s). Vi borjar med den fasavancerande linken

s+ 1

Flead(S) = Km-

Eftersom det nya systemet ska vara tva ganger snabbare dn i uppgift 3a, ska
skérfrekvensen vara w. = 4 rad/s.

Da fasmarginalen ska vara ¢, = 45° and ¢, = arg(F(iw.)G(iw.)) + 180° =
axg(Fleaa(ivse)) + arg(Fiag i) + arg(Gliws,)) + 180°, far vi arg(Fleaalicer)) =
—135°—arg(Flaq(iw.)) —arg(G(iw,)). Fran Bodediagrammet far vi arg(G(iw.)) ~



—165° och enligt tumregeln for fasretarderande linkar vet vi att arg(Fq,(iw.) ~
—6°. Alltsa arg(Fjeqa(iw.)) = —135° + 6° 4+ 165° = 36° och 5 = 0.26. Med detta
B, far vi 7p = (w./B) " = 0.49.
Nista steg ér att vilja K sa att |Fleqq(iwe) || Flag(iwe)||G(iw.)| = 1. Enligt tum-
regeln giller |Fj,,(iw.)| &~ 1 och vi far alltsa

K Id

VBl + )i £ 0]

vilket ger K = 11.

For den fasretarderande lanken

T1s+ 1
T1S +7

Flag<3) =

anvander vi tumregeln och sétter 7, = 10/w, = 2.5.

Vi viljer v sa att statiska felet vid en rampsignal &r noll. Slutviardesteoremet
(slutna systemet ar stabilt!) ger

1
li t) =limsE(s) =i —
fim eft) = i s B s) = oy s S g (5)G(5) 5%
vilket ger
s(s+a)(s+b)(Brps+ 1)(11s +7) 1 aby

lim - = .
s=0s(s+a)(s+0)(Brps+ 1)(1is +7) + Kki(tps + 1)(mis +1) s Kk
Alltsa ska vi vélja v = 0.
Den resulterande regulatorn blir

0.49s +12.5s+1

F(5) = Flong(s)Flao(s) = 11
(5) = Ficaa(s) Fiag(s) 0135s+1 25s

Forst tar vi fram det relativa modellfelet Ga(s), G°(s) = G(s)(1 + Ga(s)):

(14+0.10)s + 20
s+ 20

(1+0.16)s+20  0.16s

o(s) = 1-1 - .
G(s) = Gls)(1-14 s+ 20 s+ 20

) = GA<S) = -1+

Enligt robusthetskriteriet ar slutna systemet stabilt om

1

T < Gt

, Vw >0,

dér T'(s) dr den komplementéra kénslighetsfunktionen med G°(s) = G(s). 1

detta fallet dr T'(s) = G.(s) sa figur 4 visar |T'(iw)].

N L w0y l i origo och lstalle i w =
otera att Ga (i) = 010w ar en pol 1 origo och ett nollstalle 1 w =

—20 rad/s. Alltsa har amplitudkurvans lagfrekvensasymptot lutning —1 fram
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4.

(a)

()

till brytpunkten w = 20 rad/s. Fran figur 4 ser vi att robusthetskriteriet &r upp-

1
fyllt om ———— ligger ovanfor resonanstoppen till G.(iww), d.v.s., ——— >
TN ppen tll Gl 45 (g (o)
V4.72 + 202
|G.(iw,)| < A > 1.33 & 0 < 32.9. Alltsa kommer systemet vara

0.4760
stabilt 1 minst 32 ar.

e Stegsvar 3 och 4 gar mot 1 och har alltsa inget statiskt fel. Alltsa maste
systemet innehalla en integrator (1/s). I Nyquistkurvan motsvaras detta
av att kurvan gar mot odndligheten nir w gar mot 0. Stegsvar 3 och 4
hor alltsaihop med kurva B och E. Svingigheten avgors av fasmarginal och
amplitudmarginal. Kurva B har lagre fasmarginal och amplitudmarginal &n
E.

B« 4, FE < 3.

e Stegsvar 1 och 2 gar bada mot 0.4. Slutvirdet ges av (slutvirdessatsen)

Ko

A och D borjar i samma punkt (G(0) = 0.67) medan kurva C borjar i en

annan punkt (G(0) = 1). Stegsvar 1 och 2 hor ithop med kurva A och D.

Kurva A har ldgre amplitudmarginal &n D (ndrmare punkten -1) och ska

alltsa ge ett sviangigare stegsvar. A «— 1, D < 2.

lim,_ Alltsa maste Nyquistkurvorna borja i samma punkt. Kurva

e P-regulator skalar om amplituden pa Nyquistkurvan men dndrar inte fasen.
Det aterkopplade systemet sjdlvsvianger nédr det 6ppna systemet har fas-
marginal noll. Detta sker ndr Nyquistkurvan skar punkten -1. Nyquistkur-
van skir negativa reella axeln vid w = 0.92. Fran figuren fas G(i0.92) ~
—0.7. Sjélvsvangning nar —0.7K, = -1 = K, =1/0.7~ 1.4.

e Frekvensen pa sjialvsvangningen kommer att vara frekvensen dér det 6ppna

systemet skér punkten -1. Alltsa kommer den att ha frekvens w = 0.92.
Periodtiden blir da 7' = 2% ~ 6.8s.

D-regulatorn paverkar bade amplitud och fas fér Nyquistkurvan.
|F(iw)G(iw)| = [Kpiw||Giw)| = | Kpw||G(iw)]
Amplituden skalas om med Kpw.
arg(F(iw)G(iw)) = arg(Kpiw) + arg(G(iw)) = 90° + arg(G(iw))

Fasen vrids 90°.

Nyquistkurvan kommer da att skéra reella axeln vid w = 1.37 och ha amplitud
|Kpw||G(i1.37)| &~ K4-1.37-0.25 ~ 0.33K.

Stabilt om —0.33Kp ligger till héger om —1 —

—0.33Kp > -1 Kp < 3.

S(s) ar overforingsfunktionen fran storsignal till utsignal. For att undertrycka
en storning av frekvens w ska |S(iw)| < 1. —G.(s) ar 6verforingsfunktionen fran
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métbruset till systemets utsignal. For att undertrycka métbrus av frekvens w
ska |G (iw)| < 1. Vi har féljande samband mellan S(s) och G.(s)

B 1 GQ(S)
B 1+G0(S) 1+G0(8)

S(s) + Ge(s)

Pa grund av detta samband sa kan inte bade S(s) och G.(s) goras sma oberoende
av varandra. Saledes kan vi inte bade undertrycka storningen och métbruset
godtyckligt mycket samtidigt.

S(s) ar stabil sa vi kan anvidnda slutvérdessatsen:

1
lim e(t) = lim sE(s) = lim sS(s)— = lir% S(s) = {nollstille i origo} = 0.

t—o0 s—0 s—0 S
Det slutna systemets 6verforingsfunktion blir

GO(S) . KP(S — 2)

Gels) = 1+Go(s) (s—1)(s—3)+Kp(s—2)

Den karakteristiska ekvationen ar alltsa
P(s)+ KpQ(s) =(s—1)(s—3) + Kp(s —2) = 0.

Rotorten har tva startpunkter, s = 1 och s = 3, och en d&ndpunkt i s = 2.
En av rotortens grenar kommer att ga mot oéndligheten. Enligt Resultat 3.2 i
Glad & Ljung tillhor de delar av reella axeln som har ett udda antal start- och
andpunkter till hoger rotorten. Alltsa tillhor intervallen s < 1 och 2 < s < 3
rotorten enligt figur 1.

Eftersom en rot (den i intervallet 2 < s < 3) ligger i hogra halvplanet oavsett
storleken pa Kp kan slutna systemet aldrig bli stabilt.

B(s)
A(s)
erade hogstagradskoefficienter och Kp en positiv konstant) géller att rotterna
till A(s) = 0 (polerna) och B(s) = 0 (nollstéllena) ligger i vénstra komplexa
halvplanet, se Resultat 5.1 i Glad & Ljung.

Det slutna systemets karakteristiska ekvation blir

P(s)+ KpQ(s) = A(s)(s — 1)(s —3) + KpB(s)(s —2) = 0.

For ett minfasystem F'(s) = Kp (dar A(s), B(s) ar polynom med normalis-

Alltsa kommer F'(s) bara att tillfora start- och &ndpunkter for rotorten i vénsta
komplexa halvplanet. Enligt Resultat 3.2 1 Glad & Ljung tillhér da intervallet
2 < s < 3 rotorten oberoende av valet av A(s), B(s), Kp. Slutna systemet kom-
mer alltsa alltid ha en instabil pol i det intervallet och vi kan aldrig stabilisera
G,(s) med en minfasregulator F'(s). (I sjélva verket kan man visa att regulatorn
maste vara instabil.)
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Figur 1: Rotort i Uppgift 5c.
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