Reglerteknik AK Tentamen 2012-02-18
Losningsforslag

Uppgift 1a
Eftersom G(s) = C(s] — A)™'B,

G(s) = (-1 1) (831 322)1 G)
- ey (700 ()
= G(s) = (@SJ:S(SS:S) (;)

= G(s) = _(53121)22?# 3)2 = G6) = 5T TY

Svar: Nollstéllen : {0}, Poler : {—1,—2} i héger halvplan

Uppgift 1b

Slutna systmet ges av

G(s)— (s—D)(s+1) K B K
c - 174 — _
I+ oy - DE+D+K 214K

Poler: p;, =+v1 - K.

For K =0 sa har G.(s) en pol i —1 (instabilt) och eni1

For 0 < K < 1sa har G.(s) en pol i —v/1 — K (instabilt) och eni 1 — K
For K =1 sa har G.(s) en dubbelpol i 0 (instabilt)

K > 1, sa har G.(s) tva rent imaginéra poler i +£1/K — 1i (instabilt).

Svar: K = {0}. Inget K > 0 ger ett asymptotiskt stabilt aterkopplat system

Uppgift 1c
L Gls) Ge(s) 1/(s+1) 1
A TN B A Py X ) Bl By T Py R
Svar:

Skérfrekvens: |Go(iw)| =1 = |G,(iw)
Fasmarginnal: ¢, = 180° + arctan(
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Uppgift 1d

s+ 0.1

U(s)=F(s)E(s) = U(s) =10 E(s) = sU(s) = 10sE(s) + E(s)
+

vilket ger u(t) = 10é(t) + e(t). Kursboken sidan 211, Euler bakat
+(u(t) —u(t — T)) =105 (e(t) —e(t = T)) +e(t)

= u(t) —u(t —T) =10e(t) — 10e(t — T') + Te(t)
=u(t)=ult—T)+ (10+T)e(t) — 10e(t — T) med T' = 0.2
Svar: u(t) = u(t —0.2) + 10.2¢(t) — 10e(t — 0.2)
Uppgift 2a

Testa om systemt ar observerbart( behovs ej for att 16sa uppgiften)

0 [CCA} _ {_01 ﬂ S det(0) =140 OK

Observator:
T =Ai+Bu+ K(y—C#), K= {ﬂ
2

Skattningsfelet, & =z — @, ges av 2 = (A — KO)&

Egenvirden (poler): det(s] — (A — KC)) = s>+ (ko +2)s+3ky— k1 +2=0
Onskade egenviirden: (s + a)? = s® + 2as + a? = 0. vilket ger ky + 2 = 20
and 3k, — k; + 2 = o2, och

ki =—a® +6a—4, ky =2(a—1)

Svar:
i(t) = [_i’ f] (t)+“]u(t)+[‘o‘;&fo‘l)‘4] (y(t) — [0 1]2(0))
Uppgift 2b

=A% — K(yy —Ci) = (A - KCO)i — Ke

Eftersom observatorsdynamiken ér stabil sa & — 0 nér t — oo och foljaktligen
Svar:

m #(f) = (A—KC) ' Ke— ¢ [ki=8k] _ € [-a®—da+6
prrt o e e [T - S [



Uppgift 2c
Bestam stationira punkter for v° = 1:

-1
3/4+ 23(t)

fo = @o(t) = —z1(t) + 23(t) + %u(t) =0

f1=a1(t) + zq(t)u(t) =0

Andra ekvationen ger z3(t) + 2 = x(t), vilket insatt i forsta ekvationen
medfor

2i(t) =1— x1(t) = +1
Endast den positiva 16sningen ar tillaten, och for zq(t) = 1 far vi zo(t) =
+1/2. Vi har tva stationara punkter med u° = 1,

el L

Lat Az och Au beteckna avvikelse fran stationar punkt. Det linjariserade
systemt ges da av Ax = AAx + BAu, dar

on o 1
A= | 9% — [“ <x§+3/4>2(2x2)} 7
. Or] (0,0 L1 2 (9 )

B {% o
-2,
Ou (20,u0) 3/4 (20,u0)

Svar:
Runt: [o%:  Aw(t) = {_11 ﬂ Ax(t) + {3} 4} Au(t)
Runt: [2%:  Ax(t) = {_11 :ﬂ Ax(t) + {3} 4} Au(t).
Uppgift 3

3 ganger snabbare &n med en P-regulator med F(s) =1

Vi hittar forst skarfrekvensen w,. vid P-reglering. Beloppskurvan for det
Ooppna systemet ar

1 1 1
|Gol = [F-G| = |-G = |-[|G].
5 s s



Per definition ar |G,(iw.)| = 1, alltsa har vi
: 1 : : :
|Go(iwe)| = |E||G(ZWC)‘ =1, = |G(w)] = liwe| = we.

I bodediagrammet tittar vi pa magnituden vid den horisontella delen, dar
beloppet ar ca 0,33, och noterar att &ven vid frekvensen w = 0,33 rad/s ar
beloppet 0,33. Alltsa ar skdrfrekvensen w. =~ 0,33 rad/s (egentligen 0,35).
For att fa ett 3 ganger snabbare system sa ska vi vélja en ny skarfrekvens
som ar 3 ganger sa stor,

= weq = 1 rad/s.

Samma overslang som for P-regulatorn

Om vi vill behalla samma 6verslang sa ska vi, enligt tumregel, behalla samma
fasmarginal. Vi hittar forst fasmarginalen vid P-reglering. Argumentskurvan
for det oppna systemet ar

1 1
arg(G,) = arg(F—G) = arg(—) + arg(G) = —90° + arg(G).
Per definition sa ar ¢, = arg(G,(iw.)) — (—180°). Alltsa har vi

g(Go(iw.)) — (—180°)
rg(G(iw.)) + 90°
~ —35° 4+ 90° = 55°.

= ar
ar

Fasmarginalen vid den onskade skarfrekvensen, w,, ges av
Om = arg(Go(iweq)) — (—180°)
= arg(G(iweq)) + 90°
~ —110° 4+ 90° = —20°.

Foljaktligen sa vill vi héja fasen med ¢, —@,, = 75°. I och med att vi kommer
introducera en lag-del sa vill vi, enligt tumregel, hoja fasen ytterligare 5, 7°.

= Fashojningen ar 81°.

Lead-delen

Vi kan nu bestamma de olika parametrarna i lead-delen. Eftersom fashojningen
ar storre an 45° sa delar vi upp lead-delen i tva lika delar

Tps + 1 2
Brps+1) 7

Fioals) = 5 (



dér vi hojer fasen med 40.5° i varje. [ fas ur figur 5.13 i kursbok till 0,22.

7p fas fran tumregeln, 7p = ﬁl\/g = 2,13. K bestams sa att den onskade

skiirfrekvensen blir den faktiska skirfrekvensen, (notera att vi har tva lead-
delar som bidrar med en faktor /3 var)

K
\Go(iwc,d)\ = |Eead(iwc7d)||G(iwc7d)| N/ 0, 2=1=> K~ 1, 1.
VB

2,135 + 1 )2

= Fle, =1,1
teaa(5) (0,22-2,13s+1

Statiska felet vid en ramp som insignal ska vara mindre an 0,5

For att uppfylla detta sa introducerar vi en lag-lank,

1
Eag(s) _ TIS + '
TS + 1y
Lag-delen
77 fas fran tumregeln, 7, = wl—od = 10. ~ bestams sa att kravet pa felet ar
uppfyllt. ’
1 1 5000
ep =lim— =1 = Py<05

0 5Go(s) o0 sFIG 180K
=y =0,198 ~ 0,2.

10s + 1

= Fuog(s) = 10705

2,135+ 1 > 10s+1
Svar: F(s)=1,1 ’ )
var: F(s) =1, (0,22-2,133+1) 105 1 0,2

Uppgift 4a

Forst ska vi ta fram 6verforingsfunktionen mellan r(t) och y(¢), alltsa G.(s).
Vi kan borja med att rita upp blockdiagrammet for systemet, se Fig. 1.
Det slutna systemet overforingsfunktion ar

_ G(5)F(s)
Gels) = T o5 P (o)
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" Ry =1 G(s)

1

Figure 1: System for problem 4

Om vi stoppar in systemet G(s) = -5 och regulatorn F(s) = 1 far vi:

T os(s+1)2

1+e¢

Gels) = s(s+1)2+1+¢€

Vi vill ha ndmnaren pa formen P(s) + eQ(s) och vi inser att P(s) = s(s +
1)2+1=s%+2s+5s+1och Q(s) = 1. Startpunkterna ges av l6sningarna
till P(s) = 0, vilka vi fatt i problemet, dvs —1.7549 och —0.1226 + 0.7449i.
Andpunkterna ges av Q(s) = 0 vilket saknar 16sning. Vi kommer alltsa inte
att ha nagra andpunkter.

Antalet asymptoter ges av “antal startpunkter” — “antal andpunkter”
vilket innebar att vi kommer att ha 3 st asymptoter. Dessa kommer att ha
riktningarna % + 2k% for £ = 0,1,2, och de kommer att skira varandra och
den reella axeln i punkten £((—1.7549—0.1226+0.7449: —0.1226 — 0.7449¢) —
0) = —0.6667.

De delar av reella axeln som ar med i rotorten har udda antal reella start-
och andpunkter till hoger om sig. Har har vi bara en reell startpunkt i
—1.7549 vilket indikerar att den del som ar mindre an —1.7549 kommer att
vara med i rotorten medan den del som &r storre inte kommer att vara det.

Stabilitetsgransen ges av rotortens skarning med imaginara axeln. For att
hitta dessa ansétter vi P(iw) + eQ(iw) = 0 och 16ser ut e. Vi far

1+e—2w+i(—w?+w)=0 (1)

Vi delar upp problemet och 16ser realdel och imaginérdel for sig. Fran re-
aldelen far vi

l+e—20=0 = e=2w"—1 (2)
Och fran imaginardelen far vi

Ww—w?=0 = w=0,wy=1, w3 =—1 (3)



Fran detta inser vi att vi har ¢ = 1, w = +1 och e = —1, w = 0. Vi ar
intresserade av positiva € och vi ser att vi skar imagindra axeln i +7 da e = 1.
Vi sammanstaller detta i en lista och anvéader detta for att rita rotorten.

Startpunkter —1.7549 och —0.1226 + 0.7449:
Andpunkter saknas
Delar av reella axeln (—oo, —1.7549] &r med, resten ar inte med.

Asymptoter 3 st asymptoter med riktnigarna %, 7, och %” som utgar fran

—0.6667.
Skarning med imaginara axeln rotorten skar imagindra axeln i +¢ for
e=1
Root Locus
3 T T T T T T
2r ]
w 1f 1
B3
<
> System: untitled1
g Gain: 1
g 0 Pole: 0.000272 - i
@© Damping: -0.000272
§ Overshoot (%): 100
X Frequency (rad/sec): 1
_1 - ] 4
_2 - 4
_3 Il Il Il Il L Il
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2
Real Axis

Figure 2: Rotort for problem 4

Vi inser nar vi tittar pa rotorten i Fig. 2 att alla poler kommer att
ligga i det vanstra halvplanet for alla positiva e < 1. Darefter kommer de
komplexkonjugerade polerna att ga in i hoger halvplan och systemet blir
instabilt for e > 1.



Uppgift 4b

Har ska vi anvanda robusthetskriteriet for att avgoéra hur stora e vi kan
tolerera utan att bli instabila. For att gora det maste vi forst fa problemet
pa den form robusthetskriteriet utgar fran. Fran (6.6), sid 124, inser vi att
vi vill dela upp G°(s) till

G'(s) = G(s)(1 + Ac(s))- (4)

Vi vill veta nagot om hur e paverkar systemet. Det leder oss till att vilja
Ag(s) =€, dvs vi ser € som en storning till var modell. Vi far

1+e€ 1
REE =G(s)(1+¢) = G(s) = REE (5)
Vi har nu delat upp G°(s) pa en sddan form att vi kan anvinda robusthetskri-
teriet for att ta reda pa hur stort € far vara utan att vi riskerar instabilitet.
For att anvdnda robusthetskriteriet maste vi &ven uppfylla ett antal anta-
ganden. Forst maste vi kontrollera att regulatorn vi har, F(s) = 1, faktiskt
stabiliserar G(s). Att den gor det inser vi t.ex. fran rotorten i (a) dér alla
startpunkterna (som motsvarar € = 0, dvs G°(s) = G(s)) ligger i vénster
halvplan. Vidare maste vi anta att G°(s) och G(s) har samma antal poler i
hoger halvplan, origo inrdknat, samt att bade F(s)G(s) och F(s)G%(s) gar
mot noll da s gar mot odndligheten (alltsa att kretsforstarkningen &r strikt
proper). G(s) och G°(s) har samma polpolynom, darfor maste de aven ha
samma antal poler i hoger halvplan och dessutom ar bada ar strikt pro-
pra vilket foljdaktigen dven F(s)G(s) och F(s)G%(s) kommer att vara med
F(s)=1.

Eftersom alla antaganden ovan ar uppfyllda kan vi anvanda det sista an-
tagandet i robusthetskriteriet som ett villkor over vilka ¢ som garanterar
stabilitet. Vi far att systemet ar stabilt for alla e som uppfyller

1

< 1) ©

Vi kan nu ga vidare pa flera satt. Tva ges har

Alternativ 1 - det enkla sattet
Vi har att T(s) = =) Sitter vi in G(s) och F(s) far vi T(s) =

1+G(s)F(s)
1 _ 1 . .
$12s21s+1  (s11.7549)(s210.2452510.5699) ° Om man skissar bodediagrammet

till detta inser man att andragradstermen i polpolynomet leder till en res-
onanstopp néra wy = v/0.5699 = 0.7549. Om vi sen betraktar 1/7(s)

8



inser vi att resonanstoppen i 7T'(s) kommer att vara ett minimum och vi
far argmin 1/7(iw) ~ 0.7549. Vi stoppar in detta i 1/7T(iw) och far att
min,, 1/7(iw) ~ 0.3535. Detta ger att ¢ < 0.3535 ger ett stabilt system
enligt robusthetskriteriet.

Alternativ 2 - det jobbiga sattet

Vi far att
1
1 L+ F)Gaw)| M ommel
CTITGw) T TFw)Gliw)] [ m— [ico(ico+1)"+1], Vw (7)

Vi far att [iw(iw+1)2+1| = [i(w—w?)+1-2w? = /(w — w?)? + (1 — 2w?)2.
Eftersom det ska galla for alla w behover vi hitta det minsta varde detta
belopp kan anta. Vi deriverar med avseende pa w och far

d 3)2 22 _
V(W= w4+ (1 - 22) =
1 ) 2 2 )
2 /(W — w2+ (1— 2w2)2(2(w—w )1 = 30?) + 2(1 — 2w?)(—4w)) =
1 2w

i, 4
2\/(w—w3)2+(1—2w2)2?(w T3¢ -3

Eftersom termen med roten ar positiv for alla w avgors tecknet /rotter till
derivatan av 2 (w* + 2w? — 3). Vi loser 2 (w* + 3w? — 3) = 0 och far w =

—24v13
3

0, w= som de intressanta reella losningarna. Via teckenstudium

(eller genom att tdnka pa hur bodediagrammet for 7'(s) ser ut) kan vi sluta oss

till att w = 4/ ’Q%‘/ﬁ ar ett minimum. For wg = 0 far vi |iw(iwe+1)*+1] = 1

och for w; =/ ”*T‘/ﬁ far vi |iw; (iwy + 1)% + 1| = 0.3472. Vi inser av detta
att 0.3472 ar ett globalt minimum for m och alltsa att € < 0.3472 leder
till ett garanterat stabilt system enligt robusthetskriteriet.

Slutsats

Vi ser att de bada sétten ger € nara varandra, e = 0.3472 och € = 0.3535. Att
det fran alternativ 1 &r hogre beror pa att minimat (resonanstoppen) inte
hamnar exakt i wy, detta gor att vi far ett lite hogre varde &n vi borde ha (och
vi uppfyller darfor inte riktigt robusthetskriteriet.) Bada &r dock betydligt
mindre dn det resultat vi fick i (a). Det beror pa att robusthetskriteriet ar
ett tillrackligt men inte ett nodvéandigt villkor for stabilitet!
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Uppgift ba
Se Uppgift 5b, med T' = 0. Ingen 6verslang fas.

-3k

I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figure 3: Till-fran regulatorn utan tidsfordréjning.

Uppgift 5b

ult) = {1 om e(t)

—1 om e(t)

r(t) —y(t) >0 = y(t) <1
r(t) —yt) <0 = y(t) >1

Med f6rdrojning ¢(t) = u(t — T'), och u(t) = 0 for ¢ < 0, sa ar y(t) = 0 for
t <T. Dérefter ar ¢(t) = u(t —T) = 1 fram tills dess att y(t — T) > 1, dvs
tills dess att ¢ = 1 4 27", varvid ¢(¢t) = —1 fram tills dess att y(t —T') < 1
osv. Foljande tabell visar brytpunkterna.

t ut) | y(t) | g(t) =u(—=T)

<0 0] 0 0

>0 1| o 0

>T 1] 0 1
>14+T7 | -1 | 1 1
>1427 | -1 [1+T -1
>14+37| 1 1 -1
>14+4T| 1 |1-T 1
>145T| -1 | 1 1

Maximal overslang ar 7.
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I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

Figure 4: Till-fran regulatorn med tidsférdréjning 7' = 0.5.

Uppgift 5c
I det har fallet ar

gj(t):{l om y(t) <1

-1 omuy(t) >1

Med initialvillkor y(0) = §(0) = 0 blir 1osningen y(t) = ¢ fram till ¢ = V/2,
diry = 1, = V2§ = —1. Dér blir den nya l6sningen y(t) = —1t>42v/2t—2,
som ir giltig tills dess att y(t) = 1 igen da t = 3v/2, § = —v/2 och §j = 1.
Detta beteende kommer sedan upprepas, sa att kurvan har formen j:%tQ,

med brytpunkter dir t = v/2,3v/2,5v/2,.... Maximal 6versling kan riknas
ut genom att maximera y(t) = —1t2+2/2t—2. Derivatan ér noll for ¢t = 21/2
med maxvérde 2. Det medfor att maximal 6verslang ar 1

Uppgift 5d

De aterkopplade systemen i 5¢ och 5d ar inte asymptotiskt stabila, utan
kommer fortsatta att oscillera. Systemet i 5a) ar daremot tillfredsstéllande
och fér sma 7T blir amplituden (6versliangen) i 5b) liten.
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Figure 5: Till-fran regulatorn med dubbelintegrator.
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