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DEL A

(1) Lat f(z,y) = ¢~ **~v” Endast svar krilvs pa nedanstiende uppgifter och for poing kriivs

rétt svar.

A. Berikna de partiella derivatorna 0 f /Ox och 0 f /0y.

B. Bestidm Taylorpolynomet av grad 1 till f kring punkten (1, 2).

C. Ange med hjilp av svaret pa uppgift B ett ndrmevérde till f(1.05, 2.01).
D. Ange en ekvation for tangentplanet i punkten (1,2, 1) till ytan z = f(z,y).

Losning. A. ﬁ — 922>V och ﬁ _ _2y€5_z2_yz
or Iy
B. Taylorpolynomet ér p(z,y) = 1 — 2(x — 1) — 4(y — 2)

C. 0,86
D.2z+4y+2=11

¢y
1)
¢y
1)
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(2) Lat D = {(z,y) : y > |zl och 1 < 2% + y? < 4}. Beriikna integralen

// eV da dy.
D

Losning. Vi byter till poldra koordinater, z = r cos ¢ och y = rsin , dér r gér fran 1 till
2 och ¢ fran /4 till 37/4, och far

e A2 T,
eV drdy = re’ dr | dp = —(e" —e).
D w/4 1 4

Svar: %(64 —e)

C))
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(3) Vilket dr det storsta viarde som kan antas av produkten av tva reella tal = och y som &r
sddana att punkten (z,y) ligger pa ett avstind av hogst en lingdenhet fran origo i zy-
planet? 4)

Losning. Vi observerar forst att produkten maste maximeras i en punkt vars avstand
till origo dr 1. Problemet kan da formuleras: Maximera f(z,y) = zy under bivillkoret
g(z,y) = 2> + y* — 1 = 0. Eftersom f #r kontinuerlig och kurvan g(z,y) = 0 kompakt
vet vi att ett storsta virde antas. Enligt Lagranges sats maste det antas i en punkt dir V f
och Vg dr parallella. Vi far ekvationssystemet

y = A\2x

T = A2y

??4y*—1=0
dér de forsta tva ekvationerna ger oss att y = <+ vilket insatt i sista ekvationen ger fyra
majliga punkter: (£1/v/2, £1/+/2). Vi jimfor funktionsvirdena i dessa punkter och ser
att storsta virdet dr f(1/v/2,1/v/2) = f(=1/v2,—1/y/2) = 1/2. O
Svar: 1/2
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DEL B

(4) Berikna kurvintegralen / (2zy — 2?) dx + (32 + y) dy dir ~y dr den positivt orienterade

.
randen till det begrinsade omrade i forsta kvadranten som begréinsas av kurvorna y = x

och z = 1. 4

2

Losning. Lat D vara det omrade som innesluts av ~y. Forutsittningarna i Greens formel
ar da uppfyllda och vi far:

/(2$y—$2)dm+ Br+y)dy = //D(S — 2z) dzdy

7 :'/Ol (/f(S—Qx)dx) dy

1
= / BVy—y—3y*+y")dy
J0
7

10°

Svar: 7/10
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(5) Bestim de punkter dir ytan med ekvation 322 — 2zy — 222 + 2y* + 222 = 8 har tan-
gentplan som &r parallella med yz-planet. Bestim ocksa ekvationerna for tangentplanen
till ytan i dessa punkter. ()]

Losning. Lt g(x,y,z) = 32% — 22y — 222 + 2y? + 222 I varje given punkt pd ytan
g(x,y,z) = 8 dr dd Vg ortogonal mot ytan och kan anvéindas som normal till tangent-
planet. Vi har

Vg = (62 — 2y — 2z, =2z + 4y, —2x + 42).
Villkoret att tangentplanet ska vara parallellt med yz-planet innebédr att —2x 4 4y =
—2x + 4z = 0 vilket ger att z = 2y = 2z. Insittning av detta i ytans ekvation ger att
2% = 4 eller v = £2. Vi fér alltsd tva punkter dir tangentplanet &r parallellt med yz-
planet, namligen (2,1,1) och (=2, —1,—1).1(2, 1, 1) har tangentplanet ekvation x = 2
och i (—2,—1, —1) har tangentplanet ekvation x = —2. O

Svar: I (2,1, 1) har tangentplanet ekvation z = 2 och i (—2, —1, —1) har tangentplanet
ekvation v = —2.
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(6) En stralkilla i origo ger upphov till filtet

_ (zy,2)
F(ZE, Y, Z) - (xg 4 yg 4 22)3/2 .
Bestam flodet ut genom en sfir med medelpunkt i origo och radie R. 4)

Losning. Kalla sfiren for ¥. Enhetsnormalvektorn N till ¥ i punkten (z, v, 2) &r (x,y, 2)/R.
[ samma punkt &r filet F = (x,y, 2)/R3. Vi far flodet ® genom:

1
@z//EF-NdS://EﬁdS:M.

Svar: 47
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DEL C

(7) Lét f(z,y) = (1 +sin(zx+y))In(1l+2z+y) — 2z —y.

A. Bestidm Taylorpolynomet av grad tva kring origo till f. 2)
B. Anvind Taylorpolynomet i uppgift A for att avgdra om origo dr lokal maxpunkt
till feller inte. 2)

Losning. A. Eftersom sint =t + O(t3) och In(1 + u) = u — u?/2 + O(u®), nir t och u
dr néra origo, far vimed t = z + y och u = 2x + y att

l+sin(z+y)In(l+2z+y)—2z—y

(22 +y)°

U o(@r+y)) — 2wy

=1+ @+y+0(z+y)’)(2x+y—

2
=y + % + hogre ordningens termer.

Det sokta Taylorpolynomet &r alltsd p(x, y) = zy + y*/2.

B. Vi ser pa Taylorpolynomet till f att origo &r en kritisk punkt. Men nér vi kvadrat-

kompletterar den kvadratiska formen far vi
2
Y 1
ry+ % = S+ y)? -]
som &r indefinit. Origo &r alltsa en sadelpunkt och inte en lokal maxpunkt.

Svar: A. p(z,y) = zy + y*/2. B Ne;.
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(8) Ett homogent halvklot K med radie R och densitet o placeras pa ett horisontellt bord
vilande pa den sfiriska (runda) delen av ytan sa att halvklotets symmetriaxel dr vertikal.
Da ges halvklotets potentiella energi av

W= [[[ gzam

dir dm = pdx dy dz ir masselementet, ¢ ér tyngdaccelerationen och (z,y, z) ér koor-
dinater i ett ON-system med origo i bordsskivan och z-axeln pekande vertikalt uppat.
Berikna . )

Losning. Om vi later z-axeln sammanfalla med halvklotets symmetriaxel kan vi sedan
inféra rymdpoléra koordinater med centrum i (0,0, R), s att z = rsindcosp, y =
rsindsin och z = R + rcosd. Jakobianen for detta koordinatbyte &r r%sin) och
halvklotet beskrivsddav 0 <r < R, /2 <9 < 7moch0 < ¢ < 27 . Vi far

W:///gzdm:gg///zdxdydz
K K
R T 21
—9@/ (/ (/ (R-l—?‘cosﬁ)rQsinﬁdap) dﬁ) dr
0 7/2 \Jo

R T
= 27rgg/ </ (Rr?sind + r* cos 9 sin ) dt?) dr
0 w/2

R
= 2790 / (Rr? —13/2) dr
Jo

_57rggR4
12

SrgoR?
12

Svar: W =
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(9) Berikna arean av den del av konen 2% + 3% = 2? som ligger i omradet 0 < y < 1/2?,
x>3,2z2>0. 4

Losning. Lat D vara det omrade i xy-planet som ges av x > 3 och 0 < y < 1/22. Ytan
dr da en funktionsyta z = f(z,y) till funktionen f(x,y) = /22 + y?, dir (x,y) ligger i
D, och dess area A ges av

A= [[ i @ G daay
=//D\/§dwdy
_ﬁ/j(/ol/z2dy> da
=¢§/300%dx

Y

=Y2 g
3

2
Svar: —
var 3




