Introduktionskurs i matematik

Algebraiska uttryck:

Réknelagar:
a+b=b+a, ab =ba kommutativa lagar

a+(b+c)=(a+b)+c (ab)c=a(bc) associativa lagar

a(b+c)=ab+ac distributiva  lagen
a+(+b)=a+b (+a)(+b) =ab +a _a +a
a—(-b)=a+b (-a)(-b)=ab +b b -b
a—(+b)=a-b| |(-a)(+b)=-ab| |Z2_2a —a_
a+(-b)=a-b| |(+a)(-b)=-ab| =P b +0
Potenser:
a'=a
a’=a-a
a*=a-a-a
a"=a-a---a  (nganger)

. a", njamnt tal
(-ay =1 "
—a", nudda tal
(a-b)=-(b-a) (a-b)’=—(b-a)’
(a-b)* =(b-a)? (a-b)*=0b-a)* ...
Potenser med heltalsexponenter:
Om xochy ar hela tal da galler féljande potenslagar:
a*-a’=a""’
(ax)y axy (ab)x — axbx
a* a) _ a
ayza y, ax0 (Ej —F, b-0
% 1 0 a —X b X
el as (2 -[2] aneo
b a

a’=1 az0
(Aritmetiska) Rotter: Ya=b<a=b" ( a=0, b>0, n=123..)

For udda exponenter definieras &ven roten ur ett negativt tal:

Y—a=-%Ya (a=0, n=1357,..)

Potenser med rationella exponenter:

A.H.
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p

Om a>0,pochqhelatal, g= 0 dadefinieras a’ =%a’ .

Potenser med reella exponenter: Ovanstaende potenslagarna géller aven for reella
exponenter for positiva baser.

Uttrycket a* &r definierad for alla reella x om basena > 0.

Exempel: a) 16Y2 =416 =4 b) 16°™ =16* =416 = (416)° =22 =1/8
Rationella uttryck (brak)

Uttrycket % ar definierat om och endastom b =0.

Anmarkning: | nedanstaende exempel och fragor antar vi att rationella uttryck ar
korrekt definierade dvs att ndmnarna = 0.

a
a, c_ad+h ac_ax b_ad_ad
b d bd ' bd bd’ C boc bc
d
a
p_al_ a a_ac_ac
c bc bc’ b 1b b
C

Kvadreringsreglerna:
(a+b)* =a’+2ab+b?
(a—b)* =a® —2ab+b?
Konjugatregeln:
(a—b)(a+b)=a*-b?

Exempel 1. Férenkla foljande uttryck
3410 5\2 31,2110 32 —ah23\3 . (_ah3}10
a) (a ) '(a ) b) (a b ) (ab ) C) ( ab ) ( ab )

(a2)2 (a2b3)2 a'10b4

Ldsning.
a%) . (a%)2 2% . gl 2%
o )(az)(z ) _ R N
31,2110 372 30120 26 321,26

b) (@ b(;zbg()?b ) =2 ba4b6a ° - aa4E6 =a”bh”

(_ab2)3 . (_ab3)10 _ a3b6 X a10b30 _ a13b36 2 32
c) ap* = a0p* = a0p* =-a’b
AH
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Exempel 2. Faktorisera foljande uttryck
a) a’x+a’y+a'z b) ax®—ay?
Ldsning.

a) a’x+a’y+a'z=a'(x+ay+a’z)
b) ax®—ay’=a(x’-y*)=a(x-y)(x+y)

c) ax—ay+by—bx=a(x-y)+b(y—-x)=a(x—y)-b(x—-y)=(x-y)(@-b)

c) ax—ay + by —bx

Exempel 3. Berdkna och forenkla

ab® 1 1
a’b-b® a’-ab ? X2 y?
a : C
)ab—b2 a’+ab (abc?)® ) 3 3
c? Xy
Ldsning.
a)
azb—bs.az—ab_b(az—bz).a(a—b)_b(a—b)(a+b).a(a—b)_a_
ab—b*> a’+ab Db(a—-b) a(a+b) b(a—b) a(a+b)
b)
C3 = C3 :abs. C3 = 1
(abc®)® a’p’c® ¢® a’b’c® a’ct
o o
i_i yZ_XZ
o XV _ XYy ext (X)) xy Xty
3_3 3y-3x  x'y* 3y-3x x?y?  3(y-x)  3xy
Xy Xy

OVNINGSUPPGIFTER

Berékna och férenkla
A.H.
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1. a) (-a’)? b) (-a?)°
c) (-2a%)*(-5a°)® d) a*?.a*"
2. a) 32(33 +a) —8.3(&1.2 -a) b) (_3a><)2 + (az)x

c)a‘(a’ +a’)-a’(a*-a”?) d) (@?)*-a*

0 0
3. a (@ +b+c)°+5d° by 2 X
27" +Ww
-3\2
-3\-3  (43)3 d (a )
e ) a’)’
4. a) @)*-(@)° b) (@’b’c)® - (ab®)?
. (a2)2 (a5b3C2)2
(za’)-(cab’)” (-a®)’ - (-ab’)?
C) a10b4 d) alob4
b-a bx — ax
C) a.2 —b2 d) (a_b)Z
4b - 4a b—a
(a—b)3 (a_b)4
e
) b-a " b-a
2,2 2 3 -
6. a)yz)z(. Xy b)abb_az ab
X7y" 5y —oX a-b a’+ab
- -2 b_a b_a
y b a b a b
7 a) e b) _ v C) )
2—E 1+E 1+Z‘ ax — bx
y
SVAR:
L aa b) -a° ¢) —200a* d) 1
2. a)a’+a’ b)10a* ¢) a* +1 d) a*
3. a)6 b) % c) al® d) 222
4. a) a® b) a?ph?c® c) —a’p® d) a’h®
5 8 -5 b)__l c) _(a4+b) d) b-a
X
§ ~@-p) [=-(-a)] f(b-a)° [=-(a-b)’]
6. a) Xsf(yy b) ab-b’
A.H.
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y-1 b-

a) m b)

AH.
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Introduktionskurs i matematik

LINJARA EKVATIONSSYSTEM
Tva ekvationer med tva obekanta variabler x och y.

ax+hby=c @
{dx +ey=f (2)

SUBSTITUTIONSMETODEN
Vi l6ser ut en av de obekanta ur den ena ekvationen och sétter in i den andra.

2x -3y =1 1
Exempel 1. Los foljande ekvationssystem exakt y @)
X+y=7 (2

Ldsning.
| andra ekvationen &r det latt att 16sa ut y:

1. Ekvation (2) ger y=7-3x.
2. | ekvation (1) ersétter (substituerar) vi darféry med (7 —3x)

/ | ekvationen 2X—3y =1 ersatter vi
y med (7 —3X)

2x=3(7-3x)=1=
2X—-21+9x=1=>

11x =22 Dividera bada leden med 11
X=2
3. x=2 inséttesi y=7-3x, vilketger y =1
Kontroll:

2-2-3-1=1 @
3-2+1=7 (2)
Svar: x=2,y=1

Exempel 2. Los féljande ekvationssystem med avseende pa x och y
X+2y=2a+3 @

{2x+3y:3a+5 (2)

Ldsning.

| forsta ekvationen &r det I4tt att 16sa ut x:

1. Ekvation (1) ger
X=2a+3-2y
2. | ekvation (2) ersatter vi darfor x med (2a+3-2y)

2(2a+3-2y)+3y=3a+5 =
4a+6-4y+3y=3a+5 =
-y=-a-1 Multiplicera bada leden med (-1)
y=a+1
3. y=a+1linsattesi x=2a+3-2y, vilketger x=2a+3-2a-2 dvs
x=1
AH.
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Svar: x=1, y=a+1
Exempel 3. Linjerna i figuren har ekvationen y =3x+2 och y =x-1. Bestam exakt
koordinaterna for linjernas skarningspunkt.

Ldsning.
y=3X+2
y=x-1
| andra ekvationen ersatter viy med (3x+2) vilket ger
X+2=x-1=
2X=-3 =

-3
X=—.

2

Vi ska l6sa ekvationssystemet {

Vi ersatter x = _73 i ekvationen y=x—1 och far y = _75

Svar: x:_—3, yz_—5
2 2

OVNINGAR: ( Substitutionsmetoden)

(1-4) Los foljande ekvationssystem med avseende pa x och y:

1 X+2y=5 ’ 2x+3y =1
S 3x+2y=7 "~ |3x+y=5
3 X+y=2a+1 4 X+y=a+2b
" |2x+3y=4a+3 " |x-2y=2b-2a

5. Bestam exakt koordinaterna for skarningspunkten mellan de bada linjerna
y=2x+2och y=x+3

Svar:
2. x=2, y=-1 3. x=2a, y=14. x=2b, y=a

2av?2



LINJARA EKVATIONSSYSTEM
Tva ekvationer med tva obekanta variabler x och y.

ax+hby=c @
{dx +ey=f (2)

ADDITIONSMETODEN
e Forst multiplicerar vi en eller bada ekvationerna med lampliga tal sa att
koefficienterna for x (eller y) blir motsatta tal.

e Darefter adderar vi ekvationerna led for led och eliminerar en av variablerna.

3Xx+2y=8 @

Exempel 1. Los foljande ekvationssystem med additionsmetoden
2Xx+4y =8 (2)

Losning. For att fa bort x-termerna vid additionen, multiplicerar vi den forsta ekvationen
med 2 och den andra med -3.

6Xx+4y =16
—-6x-12y =-24
2. Vi ledvis adderar ekvationerna och far
-8y =-8 (Dividera med -8)
y=1

3. y =1 inséttes i ekvationen (1)
3x+2-1=8, vilketger x=2.

Svar: x=2,y=1

Alternativ l6sning. For att fa bort y-termerna vid additionen, multiplicerar vi den forsta
ekvationen med -2 .

—-6x—-4y=-16
2Xx+4y =8
2. Vi ledvis adderar ekvationerna och far
—4x=-8 (Dividera med —4)
X=2

3. x =2 inséttes i ekvationen (1)
3-2+2y =8, vilketger y=1.

Svar: x=2,y=1



5X+2y =2a @
2Xx+3y =3a (2)

Losning. For att fa bort x-termerna vid additionen, multiplicerar vi den forsta ekvationen
med 2 och den andra med -5.

Exempel 2. Los féljande ekvationssystem med avseende pa x och y {

1 10x+4y =4a @
" |-10x-15y=-15a  (2)

2. Vi adderar ekvationerna led for led och far
-11ly =-11a (Dividera med -11)
y=a

3. y=a inséttes i ekvationen (1)
5X+2-a=2a=>

5x=0= (Dividera med 5)
x=0

Svar: x=0,y=a

Exempel 3. L6s foljande ekvationssystem med avseende pa x och y
{3x +10y=3a+13 (1

2x—-y=2a+1 (2)

Losning. Den hér gangen ar det lett att eliminera y-termerna. Vi multiplicerar den andra
ekvationen med 10 .

1 3x+10y =3a+13
" |20x-10y = 20a +10

2. Ledvis addition ger
23x =23a+ 23 (Dividera med 23)
Xx=a+1l

3. x=a+1 insattes i ekvationen (2)
2a+2-y=2a+1=>

y=1
Svar: x=a+1, y=1

Exempel 4. | nedanstaende ekvationssystem ar a >0 och b > 0. Bestdam x och y.
ax—by=3a-2b @
bx +ay =2a+3b (2)

Losning. For att fa bort y-termerna vid additionen, multiplicerar vi den forsta ekvationen
med a och den andra med b.



. a’x —aby = 3a” —2ab
" |b2x +aby = 2ab + 3b?

2. Ledvis addition ger

a’x+b’x=3a*+3b>  (Faktorisera)

(a® +b*)x =3(a* +b?) (Dividera med (a* +b?) som ar enligt antagande = 0)
X=3

3. Viinsatter x =3 i ekvationen (2)
3Bb+ay=2a+3b=

ay =2a=
y=2

Svar: x=3,y=2

OVNINGAR: ( Additionsmetoden)

Anvind additionsmetoden for att 16sa foljande ekvationssystem (med avseende pa x och y):

1 2X+2y =8 5 2x+3y =1
" |3x-3y=6 " |3x+5y=1

3 2x+3y=2a+3b 4 2X+y=2a+3b
" |3x+2y=3a+2b " |3x—-2y=3a+b

5. | nedanstaende ekvationssystem dr a > 0. Bestdm x och y.

ax+y=a+l

—-X+ay=a-1

6. | nedanstaende ekvationssystem ar a >0 och b > 0. Bestdm x och y.
ax—by =a’

bx +ay = ab

Svar:

1. x=3, y=1 2. x=2, y=-1

3. x=a, y=>b 4. x=a+b, y=b

5 x=1, y=1 6. x=a, y=0
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EXPONENTIALEKVATIONER

( Ekvationer som har obekanta i en eller flera exponenter.)

Metod 1. Med hjalp av potenslagar skriver vi bada leden som potenser med lika baser
( en potens pa varje sida)

af®) = q9(x)
Darefter identifierar vi exponenter och far enklare ekvation

fG) =gM).

Har finns potenslagar som vi oftast anvander nar vi |6ser exponentialekvationer:

Potenser med reella exponenter: Uttrycket a* &r definierad for alla reella x om basen
a>0.

Om a>0, b>0, x och y ar reella tal da galler foljande potenslagar:

X

a*-a’=a""’

x ) _ 4x
(a ) =a” (ab)x — a*bh”

PURE (3) _a*
1 b b*'

ot ) -3

Ja’ :aE (Om a>0,pochghelatal, q=0)

Exempell.

Los ekvationen

LOsning:

A.H.
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Det ar enkelt att skriva 4 och 8 som potenser med basen2, 4 =22 och 8 =23.

Vi anvander potenslagar och skriver bada leden som potenser med basen 2

2:4=8 &
2.2 =2 o
1.2 =B o
22x+1 = 23 (ekv 1)

Vi harskrivit vansterledet som EN potens med basen 2 och hogerledet som EN potens med
SAMMA bas).

Darfor kan vi identifiera exponenteri ekv 1
22%+1 — 93
2x+1=3 (Vihar fatt en enkel ekvation)
2x =2 &
x=1
( Anm: Den har gdngen ar det enkelt att kontrollera I6sningen: 2 -4 =8 , OK)

Svar. x =1

Exempel 2.

Los ekvationen

LOsning:

1
Z'Z3x:\/§ S

272.2%% =23 &
23x—2 — 23/2 P
( Viidentifierar exponenter och far en enkel ekvation)

3x_2=>
— = -
x 2

A.H.
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3x=24+=-&
3 7
=—&
*=3
7
¥~
Svar: x =7/6
Exempel 3.
Los ekvationen
2 x+1 9
G -3
Losning:
2 x+1 3 2
(5) = (5) (ej lika baser!)
x+1 2 -2

6 -G

Nu har vi lika baser och kan identifiera exponenter

x+1=-2¢&
x=-3
Svar. x=-3
Exempel 4.
Los ekvationen
5.ox+l — q
Losning:
5-5l=16&
5x+2 =1
Det ar uppenbart att exponent x+2 =0 och x = —2.

Alternativt men vi kan ocksa skriva 1 som 5°

5x+2 =1

A.H.
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52 = 50 & (lika baser)
x=-2
Svar: x = —2
Exempel 5.
Los ekvationen

2x+1 — 5x+1

Losning:
2x+1 — gx+1

Den har gdngen har vi olika baser men samma exponent. Vi delar ekvationen med 5*** och

far
2x+1
Gx+1 =1
Som vi kan skriva
2 x+1

Och darforx +1 = Oellerx = —1.
Svar:x = —1
Uppgift 1.

Los foljande exponentialekvationer

a) 2* =8 b) 10* =1/100
) 3-9%=27 d)  --25%=v5%
e) 32X+4 — 42x+4 f) 7.132%—2 = 7. 42x-2

Svar: a)x =3 b)x=-2 o)x=1

dx=2/3 e) x =-2 flx=1

Nagra exponentialekvationer ( som innehaller potenssummor) |6ser vi genom att vi forst
faktoriserar bada leden

A.H.
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Uppgift 2. Los foljande exponentialekvationer.
( Tips: Faktorisera forst varje led genom att bryta ut en gemensam faktor.)
a) 3**?% 4+ 5.3**142.3¥ =26
b) 2%%2 4 3.2%145. 28 =2
Lésning a)
3%t2 + 5.3%1 4+ 2.3¥=26 ©3%(32 +5-31+2)=26 &
3*.26=26 ©3*=1 x=0

Svar: a)x =0 b)x = -1

Uppgift 3. Los foljande exponentialekvationer med hjalp av en [amplig substitution.
a)5* - 6-5*+5=0 b) 22X —6-2*+8=0
Losning a)
Med hjalp av substitutionen

5*=t (*)

far vi en andragradsekvation
t?—6t+5=0

Som hartva rottert; =1 och t, =5 (kontrollera sjalv)
Nu bestammer vi motsvarande x med hjalp av substitutionen 5* =t.

*=1gerx; =0
och
5*=5gerx, =1
Svar: x; =0, x,=1

b) x1=1, x2=2

A.H.
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Metod 2. (Logaritmering av bada leden)

Den har metod anvands oftast om vi INTE kan skriva bada leden med hjalp av en bas som t
ex i ekvationen (darbb # d)

a-bf® =¢.q9x)

For att forenkla ekvationen logaritmerar vi bada leden. Man kan anvanda vilken som helst
logaritmbas men vi anvander oftast basene (= 2.7) eller basen 10.

Alltsa far vi
In(a-b/®) =1In(c-d9®)

Anmarkning: Innan man anvander den hiar metoden maste man repetera logaritmlagar
speciellt nedanstaende (dar a, b>0):

In(a-b) = Ina +Inb

In (%) = lna — Inb

In(a™) =n-lna

In(1) = 0

Exempell.

Los ekvationen

Losning:

Vi logaritmerar bada leden ( vi kan t ex valja logaritm med basen e, den naturliga logaritmen)
och far

In (2 -3%) =In(5),
som vi utvecklar med hjalp av logaritmlagar:
In(2) +In (3*) =1In(5) (regeln: In(a-b) = Ina+1nb)

Vi forenklar vidare och far en enkel (linjar) ekvation

A.H.
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In(2) + xIn (3) = In(5) [regeln In(a*) = x-Ina)]
Harav

xIn3 =In5—-1In2

och
X = In5-In2 [= ln(;)]
- In3 - In3
1 —_
Svar: x = n>-in2

In3

Uppgift 4. Los foljande exponentialekvationer

a) 2-3*=5-7% b) 3-5¥t* =2
. _ In5-In2 _ ln(;)

Svar: a)x = 3 17 (= 1n(§) )

b) x = In 2—In3-4In5

In5

A.H.
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LOGARITMER
Definition av begreppet logaritm
Betrakta ekvationen a® = b. Om a ar ett positivt tal skilt fran 1 och b >0 da finns det

exakt en exponent x som satisfierar ekvationen. Den okanda exponent x i ekvationen a* = b
kallas logaritm av b i basen a och betecknas

x = log,b
(inagra bdcker ®logb ellera-logb)

[ Anmarkning: Basen a i en logaritm kan inte vara 1 eftersom ekvationen 1* = b har
antingen ingen l6sning eller oandligt manga l6sningar]

Exmpel 1. a) log,8 = 3 eftersom23 =8
b) log, (%) = —3 eftersom 273 =1/8
c) log,2 =1 eftersom 2! =2

d) log,1 =0 eftersom2°=1 .

Logaritmen log,b ar definierad om a, b ar positiva ocha # 1 men

notera att resultat kan vara negativt, O eller positivt; t ex

1
logs (ﬁ) = —2, logs(1) = 0och logs(25) =2

Har foljer en formell definition av logaritmen med basen a.

Definition.
Lat a och b vara positiva tal ocha # 1.
loge,b=n © a™=>b

Talet n kallas logaritm av b i basen a ( eller a-logaritm av b ).

A.H.
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Med hjalp av definitionen kan man harleda nedanstaende logaritmlagar.

RAKNELAGAR: (Viantaratta,x,y >0och a # 1)

log,(xy) = log,x + log,y
loga(x/y) = logax - logay

log,(x™) =n-log,x

log,(a™) =n , alo8a¥ = x
log,a =1, log,1=0
BASBYTE:
log,b = logeb (dar a,b,c >0 och dessutom baserna a,c skilda fran 1)

log.a

Uppgift 1. Berdkna foljande logaritmer (utan hjalp av miniraknare)

a) log,16 b) log;27 c) logs (%) d) logs (%)

1

1
e) logs (E) f) log, (E) g) logs1 h) log,1
i) log1010 , J) log;513 k) log,9519.5 l)logee (e = 2.7)

m) logs(3 2) , n) log,(2 5) o) log;0(10 7) p) log.(e 11)

1N\ 1234
r) log;,1000 s) log;,0.001 t) [1085 25 + logs (E) ]

4o 1\ 1448
u) [logyp 0.001 + log, 4 | V) [logz 4 + log, (5) ]

Losning for uppgift a) och uppgift u).
a) log,16 = 4 eftersom 2* =16

u)  [logip 0.001 +1log, 4 1**° =[-3+2 |*" =[-1 " = -1

A.H.
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Svar:
a) 4 b) 3 c)-2 d)-1
e) -3 f) -2 g) 0 h) 0

N1 )1 K1 1)1
m)2 {eftersom 32=32%2} n) 5 o) 7 p 11

r)3 s)-3 t)0

Vi anvander oftast tva typer av logaritmer:
1. logaritm med basen 10, som vi betecknar Ig och
2. logaritm med basen e = 2.716, som vi betecknar In

( den naturliga logaritmen )

Alltsa
lgx =log,px och Inx = log.x.
T ex

1g1000 = log,,1000 = 3

In (1) = log, (1) = —1
e e
Uppgift 2. Berdkna foljande logaritmer (utan hjalp av minirdknare)
a)lg 10000 b) Ig 1000000 «c)lg 10 d)lg108
e) lIg(1) f) Ig(1/100) g) Ig(1/10) h)lIg(0.001) i) Ig(0.1)
Svar: a)4 (eftersom 10* = 10000) b) 6 c)1 d) 8 (eftersom 108 = 108)

e)0 fi)—2 g -1 h)-3 i)-1

A.H.
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Uppgift 3. Berdkna (utan hjalp av minirdknare)
a) Ine® b) Ine™® ¢) Ine d) In(1/e) e) In

Svar: a)8 (eftersome® =e8) b) -6 c)1 d -1 e -2

Logaritmlagar galler oavsett vilken bas véljer vi. Vi kan t ex ange raknelagar lagar for basen
10.

RAKNELAGAR for 10-logaritmer: (Viantarattx,y > 0)
Ig(xy) =lgx +1gy
Ig(x/y) =lgx —lgy
lg(x™) =nlgx
1g(10™) = n 10'8* = x
1g10 =1, g1 =0
BASBYTE (fran basen a till 10):

log,b = E_Z (dara,b >0 och dessutom basen a skild fran 1)

Uppgift 3. Anvand logaritmlagar och utveckla féljande uttryck i en linjar combination av
Ig(a), Ig(b),...

a) Ig (abc) b) lg (a® b* c® Va) c) g (i—l;f)
a33p5 a3b% c8
d)lg Gz y17) e lg (x5 y7J?)

Losning for uppgift e)

lg< a3b* 8 ) — lg(a3b* ¢®) — Ig (x5 y7 /Zs) —
x5 y71/25

5
[18(a®) +1g(b*) +1g(c®)] - [1gc) +1g07) + 1g (22|
5
= 3lga +4lgb + 8lgc —51lgx —7lgy —Elgz

A.H.
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Svar: a) lga +1gb +1gc b) 3lga+4lgb+81gc+i1gd
c)lga+lgh+lgc—Ilgx—Ilgy d) 331lga+5Ilgh—15lgx—171gy

e)3lga +4lgb + 8lgc —51gx — 7lgy—§lgz

RAKNELAGAR for den naturliga logaritmen: (Viantarattx,y > 0)
In(xy) =lnx +1Iny
In(x/y) =Inx —1Iny
In(x™) =nlnx
In(e™) =n elnx —
Ine =1, In1=0

BASBYTE (fran basen a till e):

log,b = (dar a,b >0 och dessutom basen a skild fran 1)

Inb
In

Uppgift 5. Anvand logaritmlagar och utveckla féljande uttryck i en linjar
combination av In(a), In(b),...

a) In (a3 b* 8 Vd5) b) In (z—zg)

a3b14 C8

OnCEm A hEEED

Svar: a) 131na+41nb+6lnc+%lnd b) na+Inb+Inc—Inx—Iny—Inz

c) 3lna+9Inb—-5Inx—171ny d) 31na+14lnb+8lnc—51nx—1751ny

| nagra matematiska tillampningar av logaritmer (t ex logaritmekvationer) maste vi gora
omvant d vs omvandla en linjar kombination av logaritmer till en logaritm .

Uppgift 5. Skriv foljande uttryck som en logaritm
a) lna+Inb+Inc—Inx—Iny—Inz

b) 2lna+3Inb+4Inc—5Ilnx—6Iny—7Inz

A.H.
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c) lga+5Ilgh—11lgx—7l1gy
d) 33lga+5I1gh—151gx —171gy
Losning d)

331ga+51gh—151gx —171gy

= lga3® +1gb® —1gx®> —1gyl”
a33b5
= lgx15y17
b 2b3 4 b5 33b5
sara)in(C9) by o lghn; A lefen

Uppgift 7. Anvand formeln for basbyte for att berdakna (approximativt) nedanstaende
logaritmer (a,b med minirdaknare) .

a)log;8 , med hjalp av minirdknare b) logs423 , med hjalp av minirdknare

c) log%(%) ( exakt, utan minirdknare) d) lOga\/Z—S(i/g) ( exakt)

Losning a) : Pa en avancerad minirdknare kan vi berakna 10-logaritmen och den naturliga

log.b
logaritmen ( med basen e) . Vi anvander formeln fér basbyte logab = lz’;ia
c
och byter t ex till naturliga logaritmer ( c= e i ovanstaende formel) .
Darfor
_ _loge8 _In8 _ . . . _2.079441542
logs;8 = (basbyte) = loscs — i3 ( minirdknare) = ——-———-= = 2.07944
b) logs423 = o = 3.75744
= _in(¥8) _ In(2%/4) _ 2 _
c) logevi(\/g) = (basbyte) = 0z (i) - 2 =9/4
d) 1/2
A.H.
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VIKTIGT: Enligt logaritmens definition ar uttrycket log,b definierat (som ett reellt tal)

endast om a>0, b>0 och dessutom basen a # 1.

Exempel: Foljande uttryck, t ex, ar INTE definierade

lg(~10), In(-8), logy(-5) , logs(0), In(0), log( 4, log4

Uppgift 8. Avgor om foljande utryck ar korrekt definierade:
a) log,5 b) log, (i) c) log,(—8) d) log_39 e) log;5

f) In(23) g) In(-24) h)Ig(23.4) i) Ig(-3) j)Ig(0) k) In(0)

Svar: a) ja b) ja c) nej d) nej e) nej

f) ja g) nej h) ja i) nej j)nej k) nej
Uppgift 9. For vilka x ar nedanstaende uttryck definierade
a) log,(x—5) b) In3—x) c)3lg(2x—-3)
d) 5lg(x—3)+ 8lg(5—x) e)2+5In(x—2)— 2In (7 —x)
Losning for uppgift e)
Foljande tva villkor maste vara (samtidigt) uppfyllda
Villkorl x-2>0= x> 2

Villkor2: 7—x>0 =27>x = x<7

Bada villkor ar uppfyllda om 2<x<7
Svar:
a) x>5 b) x<3 c)x>2 d) 3<x<5 e2<x<7

Uppgift 10 . Berdkna y- varden i tabellen

X 1/100 1/10 1 10 100

y=|g(x) * * * * *

och skissa grafen till funktionen y = lg(x) .

A.H.
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Svar:
X 1/100 1/10 1 10 100
y=Ig(x) -2 -1 0 1 2
y=lg(x)
2 _
1 .
I:I T T T T T T T T T T
| 10 20 a0 40 a0 al 70 20 Q0 100
-1

Uppgift 11 . Berdkna y- varden i tabellen

X 1/8 1/4 1/2 1
y = log,(x) * * * *
och skissa grafen till funktionen y = log,(x) .
Svar:
X 1/8 1/4 1/2 1
y = log,(x) -3 -2 -1 0
y = log,(x)
5]
I:I T T T T T T 1
: 2 3 4 5 f 7 3
e ¥
44
-5
A.H.
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LOGARITMEKVATIONER

Vi ska visa forst hur man l6ser tva ofta forekommande grundekvationer

Typ 1. loga(f(x)) =n
och
Typ2. loga(f(x)) =loga(g(x))

Nar vi l6ser logaritmekvationer maste vi tanka pa att argument till logaritmer maste vara
positiva.

(i ovanstaende ekvationer f(x) > 0 och g(x) > 0).
Det ar best att borja [6sningsprocess med ekvationens definitionsmangd.

Bland vara formella I6sningar accepterar vi endast de som ligger i ekvationens
definitionsmangd.

Typl-ekvationer |6ser vi enligt logaritmens definition

loga(f(x)) =n= f(x)=a"

Typ2-ekvationer I6ser vi genom att identifiera argument

loga(f(x)) =loga(g(x)) = f(x) =gx)
dessutom maste alla argument vara positivad vs f(x) > 0 och g(x) > 0.

Exempel 1. ( Typl) Los ekvationen
logs(2x — 3) = 2.
Losning:
Ekvationen ar definieradom 2x —3 > 0
dvs om villkor
V1: x > 3/2

ar uppfylld

A.H.
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Vi har
logs(2x —3)=2=2x—-3=5% 2x=28 =>x=14
Eftersom x=14 satisfierar villkor V1, accepterar vi ldsningen.
Svar: x = 14.
Exempel 2. (Typ2) L6s ekvationen
logs(x — 3) = logs(7 — x)
Losning:

Forst bestammer vi ekvationens definitionsmangd:
Ekvationen ar definierad om foljande tva villkor ar uppfyllda:

Vi: x— 3>0 dvs x>3 och

V2: 7—-x>0 dvs x<7

Bada villkor ar uppfyllda om 3<x <7

Nu har vi

log;(x —3) =log3(7 — x) (typ 2; vi identifierar argument)
>x—3=7—x=>2x=10 >x=5

Eftersom x = 5 satisfierar bada villkor, V1 och V2, accepterar vi l6sningen.
Svar:x =5

Om vi har mer komplicerade ekvationer anvander vi logaritmlagar och férenklar ekvationer
till Typ1 eller Typ2. Oftast anvander vi féljande tre lagar:

log,x + log,y = log,(xy)
log,x — log,y = log,(x/y)

n-log,x = log,(x™)

Vi upprepar att

lgx = logox och
Inx = log,x dar ~ 2.7
AH
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Exempel 3. LOs ekvationen
logs(x —2) +logzx =1
Losning:
Forst bestammer vi ekvationens definitionsmangd:
VillkorV1: x —2 > 0 dvs x> 2
Villkor V2: x>0
Anmarkning: Varje 16sning maste uppfylla bada villkor.
(I vartexempel, om x>2 ar bada villkor uppfyllda.)

Vi loser ekvationen genom att skriva vansterledet som en logaritm:

logz;(x —2) +logzx =1 =
log;[x(x —2)] =1 =

x(x—-2)=3' =
x2-2x-3=0>
(andrgradsekvationen)
Xy =3 ochx, =-—1
Endast [6sningen x; = 3 uppfyller bada villkor V1 och V2.

Svar: Enldsning x; = 3

Exempel 4. LOs ekvationen
lg(x +2)+1gd=1g(x+1) +1g2
Losning:
Forst bestammer vi ekvationens definitionsmangd:
V1: x+2>0 dvs x > —2
V2: x+1>0 dvs x > -1

Anmarkning 1. Om x > —1 ar bada villkor samtidigt uppfyllda.

A.H.
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Anmarkning 2. Argumentilg4 ochlg?2,dvs konstanter 4 och 2, ar positiva.
Vi skriver varje sida som EN logaritm:

lg(x+2)+1gd=1gx+1)+1g2 =

lg[4(x +2)] =1g[2(x+1)] = (vi identifierar argument)

4x+8=2x+2 =

Eftersom —3 INTE uppfyller krav V1, V2, kan vi INTE acceptera x = —3 som en l6sning.

Svar: Ekvationen har INGEN |6sning.

Exempel 5. LOs ekvationen
In(x +2) — 2In5 =31In2
Losning:
Forst bestammer vi ekvationens definitionsmangd:
V1: x +2 >0 dvsx > —2.

Med hjalp av logaritmlagar skriver vi varje sida som EN logaritm:

In(x +2) —2In5=3In2 = (vianvanderregelnn:-Inx =Inx™")
In(x +2)—1In52=1n23% = (vianvinder regelnInx — lny = ln%)
In (x2+52) =In8 = ( vi identifierar argument)

x+2

EZS =>x+2=200 = x =198

Eftersom x = 198 satisfierar villkor V1 ar det en I6sning.

Svar: x = 198

A.H.
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Uppgift 1. LOs nedanstaende ekvationer.

a) logs(x—2)=2 b)3log,(x+1)=2 ¢ 3lg(2—x)=6

d)2In2x+1)=4 e) lglx+1)+21g3 =1

Losning c) Definitionsméngd:2 —x >0 =22>x =2>x <2
Blg2—-x)=6=1g2—x)=2=> 2-x=102>2—-x=100 > x =—-98

Eftersom vi accepterar |6sningen eftersom x = —98 uppfyller kravet x < 2.

Svar:a) x = 18 b)x=-1+2%3 ¢) x=-98

—1+e?
2

d = e) x=1/9

Uppgift 2. LOs nedanstaende ekvationer.
Tipps: GIom inte ekvationens definitionsméangd.

a) log,(x —2) +log,(5) =log,(x — 3) +log,(3)
b) 1g(x —3) +1g(5) = 1g(x — 4) +1g(6)
c) lg(x) +lg(x—1)=1g2
Svar: a)lIngenlosning b)x =9 c)x=2 (notera att definitionsmangden ar x > 1)

Uppgift 3. LOs nedanstaende ekvationer med hjalp av lampliga substitutioner.

a) (Igx)?-5lgx+6=0 b) (Inx)>?—3Inx+2=0
Losning a) ekvationen ar definieradom x>0
Substitutionen Igx =t
ger
t> —5t+6=0
och t; =2, t,=3.
Fran 1gx = tfar vi
lgx=2 = x=10> = x, =100

lgx=3= x=10% = x,=1000

A.H.
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Bada l6sningar ligger i definitionsméangden.
Svar: a) x;, =10%, x, =103 b) x;= e, x,=e
Uppgift 3. LOs nedanstaende ekvationer
a) x'9* =10* b) x(-3+9x) = 104
Tips. Logaritmera bada leden.
Losning a)
Definitionsmangd: x>0
x9* =4 = 1g(x9%*) =1g10* s lgx-lgx =4 = (Igx)> =4 =>1gx = +2
x, =10%, x, =107%

Svar: a) x;, = 10%, x, =1072, b)x; =1/10, x, = 10%,

A.H.
6avb



TRIGONOMETRISKA FUNKTIONER | RATVINKLIGA TRIANGLAR

_ motstdende katet

hypotenusan
_ narligande katet
~ hypotenusan
_ motstdende katet

Ccosv

_ nérligande katet
motstaende katet

cotv

. m
sinv = =—
C
n
C
m

 narligandekatet  n

n
m

Uu+v+90° =180 = u+v=90

Pytagorassats. m®+n®=c?

Exakta vérden av trigonometriska funktioner for vinklarna30’, 45 och 60 grader.

vinkelmétt i grader 30° 45 60’

vinkelmatt i radianer V4 V4 V4

6 4 3

snv 1 2 (1 V3

e |2 lw)| 7

cosv J3 J2 1

2 2 2

tanv J3 [_ 1 1 V3
3 0 V3

cotv V3 1 J3

3




Exempel 1.Héarled foljande formler:

V2 V2

sin4s’ :7, cos45’ :7, tan45’ =1, cot4d5’ =1.

L 6sning.
Vi ska bestdmma funktionernas varden med hjalp av en halvkvadrat ( se bilden).
Forst berdknar vi kvadratens diagonal med hjdlp av Pytagoras sats

d=+a2+a?=+2a%=av2.

Enligt definitionen av trigonometriska funktioner galler da

gnas ~2__2 _ 1 _~2
d a/2 V2 2
COS45°=E=i:i:£,
d a/2 J2 2
tands =2 =1
a
och
cotas =2 =1 a
a

Exempel 2. Figuren visar en rétvinklig triangel. Bestdm x och y. Svara exakt.

A
@,
,
y
B X C
L 6sning.
X V3

Z:sin60° = X=4-9n60° = x:4-7:> X =243

%:00560" = y=4-c0s60’ :>y:4%:> y=2

Svar: x=243, y=2



Exempel 3. Bestdm x och y i nedanstaende figur. Svara exakt.

A

L 6sning.

gztan30° — x=3-tan30° :>x:3-§:>x:\/§

3
cos30

=23

=2.

§=Cos30°:>3=y-0083002>y= =Yy=
y

3
V3

N‘ﬁ‘w

Svar: x=+/3 y:2\/§

Exempel 4. Bestam Faoch Fb i nedanstdende figur om F=40 kN. Svara exakt.

MV

30°

L 6sning. Eftersom v= 30° har vi

%:sinv: Fa=F-sn30" = Fa=40%:> Fa=20

J3

F?b:cosv: Fb=F -cos30° = Fb:40-7:> Fb = 204/3

Svar: Fa=20 kN, Fb= 203 kN



OVNINGAR

1. Berdkna exakt

a) sin30° + cos60” + tan45° b) 2sin60° + 4cos45°

¢) (2sin30° + 2cos60° — 3tan45°)* d) (sin45° +cos45°)*
2 2

9 (1+ tan(‘mT”)] f) [23 n(%) + tan(ﬂTﬂ)j

2. Bestam x i nedanstdende figur. Svara exakt.

a) A b)
B 10 C

3. Ange x somen funktion av sidan soch vinkelnv.

a) b)

X
X
S
S

4. Bestam komponenter F, och Fy om F= 10 N. Svaraexakt.

> >
F Fy
45°
9
Fx



5. | nedanstdende figur géller F = F, + F,. Bestam komponenter F, och F,
om F;=3 N och F,=2 N.

60°

F1

30°

\/

6. Hur stor & arean av nedanstaende rektangel ?

30°
10m

7. | nedanstéende figur & u ochv givnavinklar och AB=4m.
a) Ange ett ekvationssystem ( 2 ekvationer) med obekantax och'y.
b) Bestdm x ochy. (Utryck x ochy som funktioner av u och v)

D




Svar:
1. a)2 b) V3+2v2

c) -1 d) 4
e) 4 f) 4+ 243
2. a) x:% b) x=42
s
3. a) x=s-cotv b) x=—
sinv
4, F =5/2 N F,=5/2 N
5. |:x=1+—3\/§ N F =343 N
2 Y2
6. A:% m?

7. @) Ekvation1l: y=xtanv
Ekvation 2.  y=(x+4)tanu

Ekvationssystem:
y = Xtanv
y = xtanu+4tanu

4tanu _ 4tanutanv

b) x=—— 8 y=
) tanv-tanu tanv-—tanu
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