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Sammanfattning

Losningsforslag/-skiss for uppgifterna 4.20 och 4.25 som jag gick
igenom pa Svningen 12/9.

1 Uppgift 4.20

Vi vill optimera

22 — 2
(24 22 + y2)?
pa omradet —1 <y < 1, som vi kan kalla D.

f(z,y) =

Omradet ar ej kompakt, vilket medfér att existensen av ett minsta och
storsta virde inte garanteras. En 1osning ar att “kompaktifiera” omradet D
genom att infora det kompakta, rektanguléira omradet

D'={(z,y): -1<y<1, —a<z<a}

pa vilken vi sedan soker efter stationéira punkter, randstationira punkter
och hérnpunkter i vanlig ordning. Hér &r a en konstant som vi later vara
obestamd.

Vi kan direkt se att hornpunkterna ér (a, 1), (a,—1), (—a,1) och (—a,—1).
De stationéra punkterna finner vi genom att 16sa systemet

of _
;=0
af _

Att finna randpunkterna &r kanske knepigast. Vi anvinder samma metod
som pa s. 167 i Persson-Boiers, vilket innebér att vi finner randpunkter,
uttryckta i a, och sedan utifran losningarna stéller upp en funktion m(a)
som vi optimerar.



D’ har fyra kanter, men vi behover bara studera tva av dem (ldmpligen den
ovre och den hogra i rektangeln) eftersom funktionen &r symmetrisk i - och
y-axeln. Kanterna utgors av

’71:{(1"33/): —(I<l'<(l, y:l}
Yo ={(z,9): r=a, -1<y<1}

For den 6vre kanten, infor

2 -1

qi(t) = f(t,1) = Grop

Ur ¢;(t) = 0 erhaller vi de randstationira punkterna (0,0), (—/5,1) och
(v5,1). For den hogra kanten, infor

a? — t?

g2(t) = Jlont) = Gy

Ur ¢4(t) = 0 erhaller vi 16sningarna ¢ = 0 och t = £v/3a? + 2.
For t = 0, infor funktionen

a2

mi(a) = g(0) = 2+a)2

och 16s m/ (a) = 0. Denna har l6sningarna a = 0 och a = ++/2, vilket visar
att (0,0), (0, —+/2) och (0,+/2) #r ytterligare tre randpunkter.
For t = £+v/3a? + 2, infor funktionen

a? — (3a® +2) —2a% -2
ma(a) = 9BV +2) = G R ey T (44 dad)

och 16s m,(a) = 0. Denna har den enda lésningen a = 0, vilket visar att
(0,v/3-02+2) = (0,/2) dr ytterligare en randpunkt (som vi emellertid
redan fann).

Nu ar vi snart klara. Vi behover avgora karaktidren av varje randstationér
punkt (kan goras med teckenstudium) for att faststilla om en punkt &r
ett lokalt minimum eller ett -maximum. Vi behover ocksa studera vad som
hidnder da a — oo. Da kommer tydligen f(x,y) att ga mot noll eftersom
nédmnaren dominerar téljaren.

Sedan aterstar bara att berdkna funktionsvirdet f(x,y) for alla punkter som
vi har funnit, inklusive hérnen. Det maximala lokala maximat pa omradet
ar funktionens storsta virdet och det minimala lokala minimat &r dess mins-
ta.



2 Uppgift 4.25

Vi vill finna det storsta och det minsta avstandet fran origo till ellipsen
1322 + 13y* + 102y — 72 =0 (1)

Avstandet fran en godtycklig punkt (z,y) till origo ges av /a2 + y2. Vi
behover finna de punkter (z,y) som bade uppfyller ekvation (1) och mi-
nimerar/maximerar /2 + y2. Eftersom kvadratrotsfunktionen dr viixande
ar detta samma sak som att minimera/maximera uttrycket x? 4 y2. D&
/2 4 y? &r minimal #r 22 + y? minimal, och vice versa.

Lat nu

fla,y) =2 +y° (2)
g(z,y) = 132 + 13y* + 102y — 72 (3)

Var uppgift dr att optimera f(z,y) under bivillkoret g(x,y) = 0. Detta kan
vi gora pa fyra sétt.

2.1 Alternativ 1

“Standardmetoden” i flervariabelanalysen &r att anvénda Lagranges mul-
tiplikatormetod. For att f(z,y) ska bli minimal/maximal under bivillkoret
g(z,y) = 0 maste gradienterna till f och g vara parallella. Med andra ord
maste

grad f(x,y) = A -grad g(z,y) (4)

uppfyllas for nagon konstant A. Dessutom maste bivillkoret g(z,y) = 0 vara
uppfyllt. Detta ger oss ekvationssystemet

of _ dg

_ g
oy = oy
g(z,y) =

Partialderivera och uttryck g(z,y):

2z = A - (26x + 10y)
2y = \ - (26y + 10z)
1322 4+ 13y% + 102y — 72 =0

Isolera A:
A\ =

A= L
13y+5z
1322 + 13y% + 102y — 72 =0

_x
13z+5y



Eliminera A:

13yzj-5z = 13:vﬁ-5y
1322 4+ 13y% + 102y — 72 =0

Los 6vre ekvationen:
T =+y
1322 + 13y + 102y — 72 =0
Efter insdttning av x = £y i den nedre ekvationen erhalles l6sningarna

36 3 36
=2 = eller =) =2
v 3-5 Voo V131s V2

f(x,y) minimeras/maximeras alltsa i 4 punkter:

(IE4, y4) = <\/§7 _\/i)
Avstanden kan nu beréknas som +/ f(x, y) for de fyra lésningnarna ovan. Det

storsta beréiknade virdet dr det storsta avstandet fran origo till en punkt pa
ellipsen, och det minsta beriknade virdet dr det minsta avstandet.

2.2 Alternativ 2

Ett annat sdtt, som inte krdver att vi infor multiplikatorn A, ar att istéllet
16sa systemet

af  of
‘ Or Oy | _ 0
99 99
or Oy
g(z,y) =0

dar



2.3 Alternativ 3

Beskriv ellipsen pa parameterform:

x = % cos(t) + % sin(t)

y = % sin(t) — % cos(t)
Vi kan kontrollera att denna parametrisering dr korrekt genom att sitta in
detta i ekvationen 1322 +13y% +10xy = 72. D4 erhaller vi némligen 72 = 72,
vilket ar sant for alla ¢t. Hur man déremot kommer fram till att ellipsen kan
beskrivas med just parametriseringen ovan &r svarare eftersom vi har en
xy-term. Istéllet for att forsoka skriva om ekvationen pa formen

DRIONS

dér a och b ar ellipsens x-radie respektive y-radie, behéver man skriva om
ekvationen pa den mer generella formen

(:ccos(oz) + ysin(a)>2 . (msin(a) - ycos(oz))2 .

dir a dr vinkeln med vilken ellipsen dr roterad (i det hér fallet 45°).

I vilket fall som helst, infér envariabelfunktionen
g(t) = f(x(t),y(t))
3 2 2 3
— cos(t) + —=sin(t), —=sin(t) — —
(5 cost) + 5 sinfe) s sinte) — -

= (et + L)+ (2o o))

Nu aterstar bara att derivera och finna stationira punkter pa ellipsen, dvs.
stillen ¢ dir ¢'(t) = 0. Sjdlva avstandet ges sedan av +/g(t).

cos(t)>

2.4 Alternativ 4

“Gymnasiemattelosningen” &r att helt enkelt 16sa ut y (eller ) ur ellipsens
ekvation
1322 4 13y? + 10zy = 72

m.h.a. PQ-formeln eller liknande. Vi far
1
y=t5 (6 26—4372—590)
Infér nu envariabelfunktionen

o(x) = flo,y) = f (a:illg (6v/26 — 427 - 5x)>

och finn extremvirden till g(z) genom att 16sa ekvationen ¢'(x) = 0.



