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1 Att lasa innan vi borjar

1.1 Varfor lasa matematik?

Matematisk teori ar ett ypperligt tillfille att lara sig att analysera, resonera,
argumentera, strukturera och ordna. Matematik bygger pa abstraktion och den
som lar sig att ldtt ta till sig abstraktion besitter en enorm styrka i analytiska
sammanhang.

Hér foljer en lista med intressanta linkar for den som ldser denna text elektro-
niskt:

e Matematik vagen till finansbranschen

1.2 Definitioner, satser och bevis

Matematik struktureras i huvudsak med hjélp av definitioner, satser och bevis.
En definition &r ett inférande av ett begrepp. Foljande dr ett exempel pa en
definition

Definition 1.1. Ett heltal ¢ dr jaimnt om det finns ett heltal b sddant att
a = 2b.

En sats ar ett pastaende och ett bevis av en sats dr ett logisk stirkt resonemang
som visar att satsen dr sann. Exempelvis

Sats 1.2. Produkten av tva jimna tal dr ett jamnt tal.

BEvis: Lat a; och ay vara tva jdmna tal, d.v.s. enligt definitionen finns det
tal by och by sadana att a; = 2b1 och ag = 2by. Produkten kan skrivas som

ai1ay = (2b1)(2b2) = 4()1[)2 = 20,

dér ¢ = 2b1be. Eftersom c¢ &r ett heltal dr produkten enligt definitionen ett
jamnt tal. [ ]

1.3 Maingder

Lat oss borja med att titta pa ett av de mest grundliggande begreppen i
matematiken, ndmligen méngder. En méngd &r en samling objekt, som till
exempel tal, och dessa objekt kallar vi for element i médngden. Det enklaste
sdttet att beskriva en mingd &r att rdkna upp dess element. Vi anvinder oss
da av en kommaseparerad upprikning av elementen innanfor symbolerna {}.
Ett sddant exempel &r méngden

A={1,3,a,7, Pelle}.


http://www.ekonomisverige.se/snabba-hyheter/matematik-vagen-till-finansbranschen/

Detta betyder att A &r en méngd som innehaller elementen 1,3, a, 7 och Pelle.
Vi séiger att A dr méngden av 1,3,a,7 och Pelle.

Om A ar en méngd och x dr ett element i midngden A sa skriver vi z € A och
sdger att = tillhér A. Exempelvis géller att 3 € {1,3,7} och b € {a,b, 10, 3}.
Att ett element x inte tillhor méngden A skrivs € A. Den tomma méngden
innehaller ingenting och betecknas @.

Ett annat sétt att beskriva en méngd &r att skriva {z € D : villkor pa z}.
Med detta menar man méangden av alla element i D som uppfyller de givna
villkoren. Vi tar oss dven friheten att utelimna mingden D om den &r given
utifran villkoren pa x. Som exempel tar vi

B={ne€{1,2,3,...}: n dr udda} = {n: n ir ett positivt udda heltal}

och
C={ye{l1,2,3,4} :y > 2}.

Méngden B innehaller alla udda positiva heltal, medan C' innehaller alla ele-
ment fran méngden {1,2,3,4} som &r storre dn 2. Alltsa har vi

B=1{1,3,5,7,9,11,...} och C ={3,4}.

Exempel 1.3. Lat A = {4,5,8,4711,12,18} och B = {x € A : x > 10}. Da
dr B = {12,18,4711} medan {z € A : x < 3} = @. Vidare har vi att 4 € A
och 4 ¢ B. A

Vi bryr oss inte om i vilken ordning eller hur manga ganger elementen riknas
upp och dédrmed géller till exempel

{1,2,3,4} = {3,1,4,2} = {1,3,3,1,2,4,4,1,3,2,4}.

Vi anvinder dven notationen ai, as,...,a, € A for att siga att a; € A, as € A
och a, € A.

Definition 1.4. Lat A och B vara méngder. Om alla element i méngden A
ocksa &r element i méngden B sa sigs A vara en delmingd till B. Detta
betecknas A C B.

Exempel 1.5. Méngden {1,a} &r en delméngd till {1,3,a}, eftersom alla
element i {1,a} finns i méngden {1,3,a}. Vi skriver {1,a} C {1,3,a}. A

Definition 1.6. Antag att A och B dr mingder. Unionen av A och B bestar
av de element som ligger i nagon av méangderna och betecknas AU B. Snittet
av A och B bestar av de element som ligger i bada méngderna och betecknas
ANB.

Exempel 1.7. Lat A = {1,3,5,6} och B = {5,3,4711}. Da har vi AUB =
{1,3,5,6,4711} och AN B = {3,5}. A



Det &r dags att titta pa nagra viktiga talméngder. Den méngd vi anvénder
for att rakna foremal d&r de naturliga talen

N=1{0,1,2,3,...}.
Tar vi med negativa tal far vi heltalen
z=A...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Beteckningen kommer fran tyskans zahl som betyder tal. Braken eller de ra-
tionella talen

@:{%;a,bez,mﬁo}.

Hér kommer beteckningen fran engelskans quotient. Slutligen betecknar vi med
R de reella talen. De reella talen kan ses som méngden av alla tal pa tallinjen,
exempelvis 0, —1,3/2, —527/3, /2 och 7. Det ligger utanfor ramarna for detta
héfte att gora en stringent definition av dessa tal. Vi betecknar med

C={a+ib: a,b € R,i &r den imaginira enheten}
de komplexa talen. Notera att NCZ C QCR CC.

Exempel 1.8. Vi har att N={n € Z:n > 0}. A

Exempel 1.9. Mingden {n € Z : n = 2k for nagot k € Z} &r méngden av
alla jimna heltal. Denna méngd kan ocksa skrivas som {2k: k € Z}, eller som
{..,—4,-2,0,2,4,...}. A

Exempel 1.10. Lat oss papeka att en méngd dven kan ha andra méngder
bland dess element. Exempelvis kan vi lata

A={2,3,{-1,1},4},

och vi har att {—1,1} € A, det vill sdga méngden {—1,1} &r ett element i
méngden A. Observera att —1 & A. A

Lat A vara en méngd. For att ta bort element ur A anvénds symbolen \. Vi
definierar A\ B = {x € A: x ¢ B}. Exempelvis &r R\ {0, 1} méngden av alla
reella tal utom 0 och 1.

1.4 Lite historik om méingder

Det &r inte helt enkelt att beskriva méngdlédra. Georg Cantor| var den som mel-
lan 1874 till 1884 paborjade det som vi idag kallar méngdlira. Ar 1901 visade
Bertrand Russell att Cantor’s beskrivning av méngdldran inneholl orimlighe-
ter. Han visade det som vi nu kallar [Russell’s paradox. 1908 foreslog [Ernst
Zermelo en axiomatisk uppbyggd méngdlira som haller dn idag.


http://en.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor
http://en.wikipedia.org/wiki/Bertrand_Russell
http://en.wikipedia.org/wiki/Russell%27s_paradox
http://en.wikipedia.org/wiki/Ernst_Zermelo
http://en.wikipedia.org/wiki/Ernst_Zermelo

2 Delméingder av reella tal

2.1 Intervall

Lat a och b vara reella tal. Féljande méngder kallas intervall

(a,00) :=={r e R: a < z},
(00,b] :={zr e R: x < b},
(00,b) :={z € R: z < b},
(

Hér star tecknet := for att vénsterledet dr definierat som hogerledet. Talen
a och b kallas d&ndpunkter eller randpunkter till intervallet. Vi anvénder
symbolen [ om a tillhér intervallet och ( om a inte tillhor intervallet. Om
bada randpunkterna tillhor intervallet kallas intervallet slutet. Om inga av
randpunkterna tillhor intervallet kallas intervallet 6ppet.

Exempel 2.1. Intervallen (1,5), (—00,4), (—3,00) och (—o0,00) &r 6ppna
intervall eftersom alla randpunkter till intervallen ej tillhor intervallen. Inter-
vallen [1,4], [-2, 00) och (—00, o) &r slutna for alla randpunkter till intervallen
dven tillhor intervallen. Intervallet [2,3) &r varken oppet eller slutet. Lisaren
har sékert noterat att intervallet (—oo, 00) bade &r 6ppet och slutet, eftersom
det inte finns nagra randpunkter. A

2.2 Egenskaper for delméngder av reella tal

En omgivning till en punkt a € R &r ett Oppet intervall som innehaller
a. Exempelvis dr det 6ppna intervallet (0,1) en omgivning till talet 3/4 och
intervallen (—1/n,1/n) fér n > 0 &r alla omgivningar till 0. En punkterad
omgivning till en punkt a dr en omgivning till a dér vi har tagit bort talet
a.

Exempel 2.2. Mingden {z € (—1,2) : = # 0} = (—1,0) U (0,2) &r en
punkterad omgivning till 0. A



Definition 2.3. Ett tal m séigs vara en évre begrinsning till en mingd A
om x < m for varje x € A. En mingd som har en 6vre begriansning kallas
uppat begrinsad, annars uppat obegréansad.

Undre begrinsning till en méngd, en nedat begridnsad méingd och en
nedat obegridnsad mingd definieras pa ett analogt sdtt. En mingd som
ar uppat begrinsad och nedat begrinsad sigs vara begrinsad, annars obe-
grinsad. Ett exempel pa en obegrinsad méngd &r intervallet [2,00) = {x €
R: 2 < x} som &r uppat obegrinsad och nedat begrinsad.

Ett grundlaggande axiom for de reella talen &r

Axiom 2.4 (Supremumaxiomet). Varje uppat begrénsad delméngd av de re-
ella talen har en minsta 6vre begransning.

Definition 2.5. Ett tal m sidgs vara supremum till en méngd A och beteck-
nas sup A om m ar den minsta évre begrinsningen till A.

Pa samma vis definieras infimum av en mingd A som den storsta undre
begrdnsningen till A och betecknas inf A.

Supremumaxiomet sédger med andra ord att om A &r en méingd av reella tal
som dr uppat begrinsad sa finns talet sup A.

A:{ an :nGN}.
n+1

Visa att sup A = 4. For att se att 4 4r en 6vre begréinsning till A réacker det
med att notera att for en godtycklig punkt i A géller att

Exempel 2.6. Lat

ap = =

4n 4n
< —
n+1 n

Nu maste vi visa att 4 &r den minsta 6vre begrinsningen, dvs att det inte finns
nagon mindre &vre begrinsning. Lat oss anta att K < 4 &r en 6vre begransning
och forsoka finna en motségelse. Polynomdivision ger
4an 4
=4 - .
n+1 n+1

For att fa en motségelse vill vi finna ett n sadant att a, > k, vilket skulle
motsiga att K &r en Ovre begrénsning. Alltsa, kan vi finna ett n sddant att

- > K7
n+1
Vi noterar att
>K<:>4K>4<:>+1>4<:>> 1
— - —— &n n -1
n+1 n+1 4-K 4-K
Det &r klart att vi kan véljan > 4/(4 — K) — 1 och alltsa fa a,, > K. Vi har
fatt en motségelse och alltsa dr 4 den minsta Gvre begransningen. A


http://sv.wikipedia.org/wiki/Axiom

3 Funktioner

Innan vi gor en allmén definition av vad en funktion ar kan det vara pa sin
plats att titta pa nagot vilbekant, nimligen en formel som f(z) = 22 + 1, for
x > 0. Formeln séiger att om vi tar ett tal x > 0 sa far vi ett nytt tal f(z) € R
genom att géra berdkningen z2 + 1; till exempel far vi f(2) = 22 +1 = 5.
Vi séger att f ar en funktion fran de positiva reella talen till de reella talen,
eftersom det vi stoppar in, z, dr ett positivt reellt tal och det vi far ut, f(x),
ar ett reellt tal. Vi betecknar detta med f: R — R. Nu till den allménna
definitionen.

Definition 3.1. Lat X och Y vara méngder. En funktion f: X — Y &r
ett siatt att till varje element a € X tilldela ett vilbestdmt element b € Y.
Vi skriver f(a) = b. Vi séger att a avbildas pa b och att b &r bilden av a.
Méngderna X och Y kallas definitionsméingd respektive malméngd.

Kommentar 3.2. Beteckningen f : X — Y utldses: f &r en funktion fran
X till Y. Ett vanligt alternativ till ordet funktion &r avbildning. Vi kan se
funktionen som ett eget objekt som utfor en handling som bilden nedan visar.

reX f flz)eY

Exempel 3.3. Lat f : R — R, sadan att f(z) =1+ 2-3". A

Om inget anges om definitionsméngden antas funktionen vara definierad pa
s& stor delméngd av de reella talen som mgjligt och malméngd antas alltid
vara R. Detta ar en konvention mellan er som lédsare och oss som skribenter.
Vi kommer tydligt skilja pa f och f(x), det forsta dr funktionen f, medan det
andra dr funktionens vérde i punkten x. Som ett exempel pa denna notation
sa definierar vi summan och produkten av tva reellvarda funktioner f och g,
sadana att Dy = D, C R enligt

(f +9)(x) := f(x) + g(z)
(f - 9)(z) = f(z)g(z)

Bildméssigt kan vi se additionen som

f+yg

;
: F _T J(@) + gla)
|, |

i




Om vi inte vill namnge den funktion som vi arbetar med eller introducerar
anviinds notationen x + 1 + z? istéllet for f(z) =1+ xQEI

Viardemingden till en funktion f: X — Y definieras som
Vi={yeY :y= f(x) for nagot x € X}.

Exempel 3.4. Betrakta mingderna A = {1,2,3} och B = {1,2,...,100}.
Ett exempel pa funktion f: A — B ges av f(n) = 2n fér n € A. Vi har alltsa
att f(1) =2, f(2) =4 och f(3) = 6. Per definition maste vi ha f(z) € B for
alla x € A, och detta giller ju hér eftersom

f)=1€B, f(2)=4€B, och f(3)=6¢B.

I detta exempel definieras funktionen f av formeln f(n) = 2n, men det dr inte
alls nédvéndigt att det finns en formel som beskriver hur funktionen verkar.
Om vi som hér har en funktion fran den dndliga mingden A = {1,2,3} kan
man till exempel definera funktionen med hjéilp av en tabell:

n| f(n)
1] 2
2| 4
3| 6

A

Exempel 3.5. Lat h(z) = 3/2 - 22 — 23. Detta definierar en funktion h fran
R till R. Vi har exempelvis att

1
(1) =5, och h(-2)=14

3.1 Inverser och inverterbarhet

Definition 3.6. En funktion f: X — Y sdges vara injektiv om det for varje
x,y € X giller att om f(z) = f(y) sa ar x = y.

Uttryckt i ord séger den hér definitionen att funktionen aldrig skickar tva olika
element 1 X pa samma element i Y.

x T v x T v

—] ] | —=

et |
Exempel da f ej ar injektiv Exempel da f ar injektiv

IFér er som uppskattar programmering ér det vildigt likt det sétt som anonyma klasser
eller funktioner definieras i olika programsprak.
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Definition 3.7. En funktion f: X — Y sdges vara surjektiv om det for
varje y € Y existerar ett x € X sadant att f(x) = y.

Varje element i Y &r alltsa bilden av nagot x under funktionen f om funktio-
nen ar surjektiv. En funktion Ar surjektiv om och endast om dess malméngd
sammanfaller med dess virdeméngd.

/f\Y

X/I\Y
:i\\

X
T L=
| \%\
>
] ]

™~

—
= |

Exempel da f ej ar surjektiv Exempel da f &r surjektiv

En funktion kan vara surjektiv utan att vara injektiv, och tvértom.

Exempel 3.8. Lat R, beteckna de icke-negativa reella talen. Betrakta funk-
tionen f: R — R som definieras av f(z) = z%. D& #r f surjektiv, men inte
injektiv — till exempel har vi f(—2) = f(2) = 4.

Ett exempel pa en funktion som &r injektiv men inte surjektiv ges av funktio-
nen i[3.4] Det finns till exempel inget n € {1,2, 3} sadant att f(n) = 3.

A

Definition 3.9. En funktion f: X — Y som bade &r injektiv och surjektiv
sidges vara bijektiv, eller en bijektion.

T e

|

e s
Exempel da f ar bijektiv Exempel da f ar bijektiv

Definition 3.10. Lat f: X — Y vara en bijektiv funktion. Inversen till f
ar avbildningen f~': Y — X som ges av f~!(y) = x, diir o ir det entydiga
element i X som uppfyller f(x) = y. En funktion som har en invers kallas
inverterbar.

Vi ser hir att bade injektivitet och surjektivitet ar viktigt. Om f inte &r
injektiv kan det finnas manga x € X med f(x) = y. Om f inte ar surjektiv
kan det vara sa att det inte finns nagot  med f(x) = y. For inversen géller
att f (f'(y)) =y forallay €Y och f~1(f(z)) =z for alla z € X.

11



Exempel 3.11. Betrakta funktionen f: R — R som ges av f(z) = 23. Denna
funktion &r injektiv och surjektiv, och dédrmed en bijektion. Inversen till f ges
av funktionen f~': R — R som definieras av f~!(y) = y/3. A

Exempel 3.12. Bade definitionsmingden och bildm#ingden maéaste beaktas
ndr vi undersdker om en funktion &r en bijektion.

Funktionen f: R, — Ry med f(x) = 22 ir en bijektion, med invers f~1(y) =
VY- Som vi sag tidigare 4r detta pastaende dr falskt om vi betraktar f defini-
erad pa hela R. A

Antag att f: X — Y &r en injektiv funktion. Da vet vi att vi kan for varje
y € V; finna ett x € X sadant att f(z) = y. Men, om Y innehaller element
som inte finns i V; &r funktionen f inte surjektiv och dérmed inte bijektiv. I
detta fall ar forutséttningarna for en invers inte uppfyllda. Detta kan i manga
fall, men inte alla, ses som en teknikalitet. Ty, om vi bara skulle &ndra pa
definitionen av f s& att malmingden Y exakt var de element vi kunde fa
(néimligen Vy) sa skulle vi ha en bijektiv funktion och alltsa en invers. Vi kan
siga att varje funktion som &dr injektiv har en invers definierad péa funktionens
virdeméngd Vy. Dvs, om g: X — V, dr injektiv sa &r den inverterbar.

Exempel 3.13. Lat f(z) = = + 2 vara en funktion definierad fér € [0, 3].
Det dr en enkel verifikation att se att f &r injektiv. Vardeméngden till f &r
Vi =[2,5]. Alltsa &r f inverterbar om f ses som funktionen f: [0,3] — [2,5].
I detta fall &r f=1: [2,5] — [0,3] och f~1(y) =y — 2. A

3.2 Egenskaper for reella funktioner

Definition 3.14. Vi séiger att en funktion f 4r vixande pa ett intervall
I C Dy om det for varje z,y € I for vilka < y ger att f(z) < f(y). Om en
funktion ar vixande pa hela sin definitionsméingd kallas f vixande.

Observera att den konstanta funktionen f : R — R och f(z) = 42 &r véixande.
Den &dr ddremot inte stringt vixande som definieras enligt:

Definition 3.15. Vi séger att en funktion f &r stringt vixande pa ett
intervall I C Dy om det for varje x,y € I for vilka x < y ger att f(z) < f(y).
Om en funktion &r stréngt vixande pa hela sin definitionsméngd kallas f
stringt vixande.

Definition 3.16. En funktion f #&r uppat obegrinsad om dess virdeméangd
Vy ér uppat obegrénsad och uppat begrénsad om dess virdeméngd Vy &ar
uppat begransad.

Egenskaper som avtagande, stringt avtagande, nedat obegrinsad och
nedat begrinsad funktioner definieras pa ett analogt sétt.

12



Exempel 3.17. Lat f : (0,1) — R vara en given funktion positiv funktion.
Visa att om ¢ : (0,1) — R med g(z) = zf(x) uppfyller att V, = [1,2] sa ar f
obegrénsad.
Vi visar detta med hjilp av en motsigelse. Antag att f &r uppat begriansad,
d.v.s. Vy dr uppat begrénsad, vilket i sin tur ger att det existerar ett tal
M sadant f(z) < M for varje x € (0,1) och M > 1. Vi observerar att
1/2M € (0,1) och att
g(1/2M) = —— . F(1/2M) < —— .M =
2M T 2M 2
Detta strider mot att V; = [1,2], alltsa &r f obegransad. A

<1

Definition 3.18. En funktion f: R — R siges vara jimn om f(—x) = f(z)
for alla z € R.

Definition 3.19. En funktion f : R — R séges vara udda om f(—x) = — f(z)
for alla z € R.

Observera att en funktion som inte &r jaimn inte behover vara udda. Exempel-
vis #r x +— 23 udda, x + |z| jamn och z +— 1 + z varken jimn eller udda.

3.3 Trigonometriska funktioner

Vi ska i detta delkapitel definiera sinus och cosinus och vilka grundléiggande
egenskaper som de besitter.

Lat oss betrakta en punkt P pa enhetscirkeln vars linje in mot origo bildar
vinkeln 6 till z-axeln om vi anvénder orienteringen moturs fran x-axeln. Vi
kallar koordinaterna i P for (cos@,sin@). Direkt ser vi att

sin? 6 + cos?f =1

vilket kallas for den trigonometriska ettan.

13



Det ar viktigt att vi infor en enhet eller skala for vinkeln 6. Lat oss siga att
vinkeln # = 1 om ldngden péa den cirkelbage som bildas har ldngden 1. Denna
enhet kallas radianer och dr pa manga sitt den naturliga skalan for vinklar.
Vi kommer i detta héfte alltid forutsétta att vinklar méts i radianer.

T (cosf,sin )

1 ‘11‘1“: \ 0

Vi har bildat funktionerna 6 + cos# och 6 — sin @ for 6 € [0, 27). Vi utvidgar
dessa funktioner periodiskt till hela R, d.v.s.

cos B = cos(f + n2w),
sin @ = sin(6 + n2m)
for alla n € Z. Funktionen z — sin z kallas sinus och x — cos z kallas cosinus.

Av symmetriskél far vi foljande relationer direkt fran definitionen ovan

sinf = cos(6 — 7/2), (3.1)
cosf = sin(0 4+ 7/2), (3.2)
cos ) = cos(—0), (3.3)
sin @ = sin(—6), (3.4)
cos ) = — cos(m — 6), (3.5)
sinf = sin(m — 0). (3.6)

Relationerna (3.3)) och (3.4)) séiger att cosinus och sinus #r en jimn respektive
udda funktion.

Grafen till funktionerna sinus och cosinus ar

14



respektive

ANIANA
“3n/ —2r \ -7 B W 2\ 37

Exempel 3.20. Observera att vi kan med hjilp av sinus och cosinus relatera
sidor och vinklar med varandra i ratvinkliga trianglar. Lat oss borja med den
ratvinkliga triangeln med sidorna a, b och ¢

Om vi skalar denna triangel sa att hypotenusan far lingden 1 sa far vi den
likformiga triangeln

b/c

afc

Om vi nu skriver in denna triangeln i enhetscirkeln sa far vi de 6nskade rela-

tionerna
1
/c
0
afc }
Vi ser att
a . b
cosf =— och sinf = -. (3.7)
c c

15



Vi behover en generalisering av Pythagoras sats som heter Cosinussatsen,
niamligen

Sats 3.21 (Cosinussatsen). Lat a, b och ¢ vara sidlingderna i en triangel. Da
galler att

a? 4+ b? = ¢? — 2abcos ¥, (3.8)

ddr 0 dr den vinkel i triangel ddr sidlingderna a och b méts.

Bevis: I fallet 6§ = 7/2 sa aterfar vi Pythagoras sats. Vi bevisar satsen for
spetsiga och trubbiga vinklar var for sig.

Vi borjar med fallet da vinkeln 6 < /2, alltsa da 6 &r spetsig. Vi infér hojden
h och later x vara en del av sidan b som i figuren nedan

T ‘ b—=x

Vi anviander nu Pythagoras sats i de tva réatvinkliga trianglarna och far

a? = h? + 22
2 =h?+(b—x)?

Vi l6ser ut h i den forsta ekvationen och satter in resultatet i den andra
ekvationen och far

A =a’ -2+ (b—1x)?=d® +b* - 2bx.

Det aterstar att konstatera att 2 = a cos @ vilken f6ljer fran formel (3.7)).

Det andra fallets 16sning &r nést intill lika. Med hjélp av en bild ldmnar vi det
som en Ovning at ldsaren.
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Sats 3.22. Foéljande identitet gdller

cos(x —y) = cosxcosy + sinzsiny

BEvis: Cosinussatsen (se [3.21)) ger att

(cosy — cosx)? + (siny —sinz)? =1+ 1 — 2cos(z — ).

(cosy,siny)

A NG A (cosz,sinx)

Om vi forenklar med hjilp av den trigonometriska ettan far vi

2 —2cosycosz — 2sinysinz = 2 — 2cos(x — y)

cosycosx + sinysinz = cos(x — y)

vilket skulle bevisas.
Foljdsats 3.23. Foljande identiteter gdller

cos(z + y) = cosxcosy —sinxsiny

sin(x + y) = sinx cosy + cos rsiny
sin(z — y) = sinz cosy — cosxsiny

os’x —sin’z

Q

os(2z) =

c
sin(2z) = 2sinx cosx

17



BEvIs: Vi bevisar hir (3.10). Lat y = —z i (3.9). Vi far da

cos(z + z) = cos x cos(—z) + sin z sin(—z)

= cosxcosz —sinxsinz

Bevisen for — foljer pa liknande vis och med hjilp av (3.1) — (3.6))
|

och lamnas som en 6vning at lésaren.

Definition 3.24. Funktionen tan: {x € R: z # nn/2,n € Z} — R, sadan att

(3.15)
kallas tangens.

Grafen for tangens ar

P i

3
|
3
|
SE]

|
N

et it L L b ittt b
3
______________________ﬁﬁg___________________________

3.4 Cyklometriska funktioner

Vi bérjar med att observera att funktionen f: R — [—1, 1] sadan att f(z) =
sinz &r inte injektiv och dérmed inte inveterbar, vi har t.ex. att f(0) = f(m).
Om vi diremot begrénsar definitionsméngden Dy till det slutna intervallet
[—7/2,7/2] blir f bijektiv och har invers. Vi gor foljande definition:

Definition 3.25. Lat f: [-7/2,7/2] — [—1,1] sadan att f(z) = sinz. In-
versen till f kallas arcussinus och betecknas f~!: [~1,1] — [~7/2,7/2] och
f1(y) = arcsiny.
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Observera att den generella formeln sin(arcsiny) = y géller for alla y € [—1,1]
och arcsin(sinz) = z géller for alla x € [—7/2,7/2]. Grafen for arcussinus ar

% + T — arcsin x

Kommentar 3.26. Vi skulle ha kunnat vilja nagot annat intervall &n
[—7/2,7/2] for att fa = — sinx bijektiv. Detta intervall &r dock standar-
diserat runt om i vérlden, s& om inget annat anges kan man med sdkerhet
anta att det &dr detta intervall man menar ndr man pratar om inversen till
T — sinz.

P& liknande sétt konstaterar vi att funktionerna x — cosx och x — tanz kan
goras inverterbara genom att inskrinka definitionsméngden.

Definition 3.27. Lat f: [0,7] — [—1,1] sadan att f(z) = cosx. Inversen
till f kallas arcuscosinus och betecknas f~1: [~1,1] — [0,7] och f~1(y) =
arccos y.

Grafen for arcuscosinus ar

T+

S

X — arccos

-1 1

Definition 3.28. Lat f: [-7/2,7/2] — R sadan att f(z) = tanz. Inversen
till f kallas arcustangens och betecknas f~!': R — [-7/2,7/2] och f~1(y) =
arctany.

Grafen for arctangens &r
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x — arctanx

vl

3.5 Exponentialfunktionen

Vi kommer inte i detta héfte definiera exponentialfunktionen x — a*, dir
a > 1. Utan fritt anta att ldsaren dr bekvim med funktionen som en stréngt
viaxande funktion med virdeméngd (0,00) som uppfyller riknelagarna

aa:

=3

@

d

)
)

c) a®tY = a*a¥
) a~*=1/a”"
)

e) (a")¥ = a™

Att introducera exponentialfunktionen pa ett korrekt vis &ar langt ifran en enkel
sak och ligger utanfor ramarna for detta hifte. Grafen for exponentialfunktio-
nen ar

T +— 2% T +— 0.5%

3.6 Logaritmfunktionen

Lat f : R — (0,00) sadan att f(x) = a¥, for nagot a > 1. Da géller att
f &r inverterbar. Vi definierar logaritmfunktionen som inversen till f och
betecknar f~!(y) = log,y. Alltsd har vi att Dy-1 = (0,00) och V;-1 = R.
Grafen for logaritmfunktionen &r
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9 | x +— logy x
1 ..
1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7
14
_9
—3

Inversen uppfyller riknelagarna

Sats 3.29. Lat a > 1, da gdller att logaritmfunktionen uppfyller

a) log,1=0
b) log,(zy) = log, x + log, v, x>0,y>0

c) log, x¥ = ylog, x, x>0

BEVIS: Generellt géller att vi vill 6verfora exponentialfunktionens riknelagar
till sin inversfunktion. Vi kommer hela tiden att anvénda oss av att x = y om
och endast om a” = a¥. Detta &r en direkt foljd av att z — a® dr injektiv.

a) Vi vill visa att log, 1 = 0 eller ekvivalent att a'°8a! = °. Viinsterledet
uppfyller att al°%«! = 1 och hogerledet att a® = 1. Alltsa stimmer alla
pastaenden.

b) Vi vill visa att log,(zy) = log, = + log, y eller ekvivalent att a'°%(*¥) =
alo8a =10,y Py viinsterledet géller att a'8:(#¥) = zy och for hogerledet
via exponentialfunktionens riknelagar att @'°8«*t1°8.y = glogazglog.v —

zy.

c) Vi vill visa att log, ¥ = ylog, = eller ekvivalent att a'°%*’ = q¥1%8a 7,
Vinsterledet #r 2¥ och hogerledet &r a¥!°8«% = (a8« ®)¥ = 2¥ och vi &r
klara.

3.7 Absolutbelopp

Givet ett tal x € R (eller € C) sa definieras |z| som avstandet fran x till origo.
Funktionen = — |z| kallas absolutbeloppet/beloppet av z. For reella tal
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implicerar detta att

) 2 07
2| = {:” g (3.16)
—x, <0
och grafen har foljande utseende
4 4
x|z
3 .
2 .
1 4
1 1 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 1 2 3
-1 4+
Exempel 3.30. Vi har enligt definitionen att | — 5| = —(—5) = 5, |5| = 5,
| -7| = —(—7) = moch |0] = 0. Vi har hér varit 6vertydliga med anvdndningen
av minustecken. A

I detta héifte kommer vi i ett flertal tillfdllen att anvinda absolutbeloppet
pa formen |z — a] = b som betyder att avstandet fran = — a till origo, eller
avstandet fran x till a, ar b.

Exempel 3.31. Skissa méngden A = {z € R: |z — a| < p}, dér p > 0.

Losningen &r

3.8 Ovningar

Ovning 3.1. Visa den andra delen i beviset av cosinussatsen.

Ovning 3.2. Visa —
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4 Talfoljder

4.1 Definitionen och konvergens

Definition 4.1. En f6ljd av tal a1, as, as, ... av reella tal kallas for en talféljd
och betecknas (ay)22 ;. Vi siger att talféljden (a,)22, dr vixande om a4 >
a, for varje n > 1 och att den dr uppat begrinsad om det finns ett tal M
sadant att a, < M for varje n > 1.

Vi definierar pa ett analogt sidtt vad som menas med att en talfoljd ar avta-
gande och nedat begrinsad. En talfoljd sdgs vara begrédnsad om den &r
bade uppat och nedat begrinsad.

Exempel 4.2. Om a, = ;2 sa blir (a,);2; talfdljden 2/2,4/3,6/4,8/5,.. ..
Talf6ljden &r uppat begréansad av talet 2 men dven av talet 14. Den &r dessutom

vaxande eftersom 5
—apy=———>0.
It =0 = 0 T D+ 2)

Definition 4.3. En talfoljd (a,)22, sigs konvergera mot grénsvirdet A
om det for alla ¢ > 0 finns ett N sadant att |a, — A| < ¢ for varje n > N. Vi
infér beteckningen

lim a, = A.
n—o0

En talfoljd med denna egenskap kallas konvergent. Om inget sadant A exi-
sterar kallas talfoljden divergent.

A+et
A—cet

Exempel 4.4. Visa att talféljden (a,)2; dér talen ges av a, = 2 + 37"
konvergerar mot 2 d& n — oo.
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Enligt definitionen ska vi forst lata ett tal € > 0 vara givet. Vi vill nu finna
ett N (som kommer att bero av €) sadant att |a,, — 2| < € for varje n > N. Vi
ser att

1
lap, — 2| <e & 3 "<e & -<3 & —logge<n
5

dér den sista ekvivalensen foljer av att logaritmfunktionen dr stringt vixande.
Rékningen visar att |a, — 2| < ¢ 4r sann da n > —logz . Alltsa kan vi vilja
N till nagot tal storre &n —logs e, lat oss ta N = —42logs e i fallet da e < 1
och N = —1/2logs ¢ i fallet da € > 1. A

Vi siger att talfoljden (a,)5; har det oegentliga grénsvirdet oo om det
for varje M existerar ett N sadant att a, > M for varje n > N. Vi betecknar
detta med

lim a, = cc.
n—oo

N

Observera att talfoljder som har oegentliga grinsvirden &r divergenta. Det
finns dven talfoljder som helt saknar grinsvérde, exempelvis a, := (—1)",
som pendlar mellan —1 och 1.

Sats 4.5. Lat (an)2, och (b)), wvara konvergenta talféljder med grins-
vardena A respektive B. Da foljer att

a) (an +bn)o2, dr konvergent med grinsvdrdet A+ B,
b) (anbn)s, dr konvergent med grinsvirdet AB.
c) om B # 0 har vi att (an/by)02 dr konvergent med grinsvirdet A/B.

d) om ay, < by, for varje n sa gdiller att A < B.

BEvVIS: Vi anvinder oss av definitionen.
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a)

Tag e > 0. Vi vill visa att det finns ett N sadant att |a,+b,—A—B| < ¢
for allan > N.

lan + by — A — B| < |an — A| + |bp — B

Da (an)22, konvergerar mot A och (b,)72 ; konvergerar mot B far vi att
det finns tal N7 och Nj sa att

b, —B| <=, dan>DN;

| ™

och

la, — Al < =, dan > Ns.

| M

Detta ger att

lanp +b, — A—B| <e, dan>max(Ny,Na).

Tag ¢ > 0. Vi vill visa att det finns ett N sadant att |a,b, — AB| < &
for allan > N.

|anb, — AB| = |anb, — anB + a, B — AB]
< |apby, — anB| + |an, B — AB|
= |an||by, — B| + |B||an, — A|.

Eftersom (a,)2%, dr konvergent sa dr den begrénsad, d.v.s. det finns ett
tal K > 0 sadant att |a,| < K for varje n > 1. Da (a,);2 ; konvergerar
mot A och (b,)s2 ; konvergerar mot B far vi att det finns tal Ny och Ny
sadana att

€ o
|bn_B|<ﬁ7 dan> N
och -
|an—A’<m, dén)NQ

Detta ger att

lanb, — AB| < e, dan > max(Ny, Na).

Detta bevis ldmnas som en 6vning at ldsaren.

Lat oss gora ett motsigelsebevis. Antag att B < A. Bilda talftljden
Cn = ap — by. Vi har att ¢, > 0, for varje n > 1. Talf6ljden (¢,)52; har
griansvirdet C := B — A < 0. Tag ¢ = —C/2 > 0. Fran definitionen
existerar det ett N sadant att C + C/2 < ¢, < C/2, for varje n > N.
Men da C' < 0 sa far vi att ¢, < C/2 < 0 for n > N. Detta strider mot
att ¢, > 0, for varje n > 1. Alltsa 4r A > B.
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Sats 4.6. Om (a,)5°, dr en vizande och uppat begrinsad talfoljid dr sda dr
den konvergent och

lim a, = sup{a, :n > 1}.

n—oo

BEvis: Antag att talféljden &r uppat begrinsad av talet M. Vi vet da att
alla tal i talféljden &r mindre &n eller lika stora som M. Lat oss kalla den
minsta dvre begrénsning till (a,)22, for K, d.v.s. K =supa, :n > 1. Da K
ar den minsta 6vre begransningen till talféljden sa finns det element i talfoljden
godtyckligt nira K (i vissa fall dven lika stora som K). Alltsa, for varje givet
e > 0 finns ett N sadant att |ay — K| < €. Men da talfljden &r vixande
kommer |a, — K| < € for alla n > N. Vi dr klara och har visat att gréansvérdet
av talfoljden &ar precis K, d.v.s.

lim a, = K.
n—oo

Pa samma sétt visas att om (ay,)22, dr en avtagande och nedat begrinsad
talfoljd &r sa dr den konvergent och

lim a, = inf{a, : n > 1}.
n—oo

4.2 Binomialsatsen

Vi borjar med nagra exempel for att illustrera vad vi vill astadkomma i detta
delavsnitt.

Exempel 4.7. Antag att det finns fem personer och vi fragar oss féljande: Pa
hur manga sitt kan dessa bilda en ko, d.v.s. en ordnad f6ljd?

Svaret dr att vi har fem maojligheter att véilja den forsta personen, fyra mojlig-
heter att vilja den andra personen, o.s.v.. Vi far alltsa 5-4-3-2-1 = 120
mojligheter. A

Definition 4.8. Lat n € N, da definieras

ol — n-n—1)-n—-2)---2-1, n>1,
1, n = 0.

Beteckningen kallas n-fakultet.
Exempel 4.9. Antag att det finns tio personer och vi vill bilda en ko bestaende
av fyra personer. Pa hur manga sétt kan vi astadkomma detta?

Svaret dr att vi kan vélja forsta personen pa tio olika sétt, andra personer
pa nio olika sétt, tredje personen pa atta olika sitt och slutligen den fjarde
personen pa sju olika satt. Alltsa finns det

100 10!

10-9.8 . 7= " — """
0-9-8-T=%"=o—a)
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olika satt. Den sista identiteten ar dar for att illustrera hur svaret beror av
parametrarna fran fragestéllningen. A

Lésaren kan sjilv verifiera att detta resonemang leder till att vi kan vélja ut
en ko pa k personer fran n stycken pa

n!
(n—k)!

olika sdtt. Har forutsatts att k& < n.

Exempel 4.10. Antag att det finns tio personer och vi vill bilda en grupp
bestaende av fyra personer. Dir ordningen pa de utvalda inte spelar nagon
roll. Pa hur manga séitt kan vi astadkomma detta?

Vi vet fran det tidigare exemplet att varje ko av fyra personer fran tio kan
véljas ut pa 10!/(10 — 4)! olika siéitt. Det betyder att om vi nu tar bort den
inbordes ordningen sa finns varje grupp med 4! ganger for mycket. Det vi vill
ar att dessa 4! olika koer &r en och samma grupp. Vi maste alltsa dividera
med 4!. Svaret &r att vi kan vélja ut fyra personer av tio till en grupp pa

10!
(10 — 4)14!

olika sdtt. Det ar virt att bekréifta att detta svar &r symmetriskt i 4 och 10 —4.
Jag menar att vi kunde lika gérna ha valt ut fyra personer genom att vilja ut
vilka sex personer som inte ska vara med. Att vilja ut sex personer fran tio
till en grupp kan enligt ovan goras pa

10!
(10 — 6)!6!

olika sdtt. I bada fallen ar svaret

10!
416!

Mer allméant

Definition 4.11. Lat n, k € N sadana att k < n. Vi definierar n-éver-k som

()=

Vi har alltsé definierat en notation och talesétt for svaret pa den viktiga fragan:
Pa hur manga satt kan vi vilja ut k stycken saker fran n stycken?

Vi ar nu redo att beskriva satsen som delavsnittet handlar om
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Sats 4.12 (Binomialsatsen). Lat n € N, da gdiller att

(a+b)" = zn: (Z) a" Rk,

k=0

BEvVIS: Vinsterledet bestar av en multiplikation av n stycken faktorer av typen
(a4 b). Om vi utfor parentesmultiplikation sa far termer av typen a*b"*, s
att den totala antalet faktorer &r n. Fragan &r hur manga termer av denna
typ vi far. Att valja ut k stycken a ur n parenteser kan goras pa (z) olika sétt.
Alltsa dr vi klara. n

4.3 Talet e

Exempel 4.13. Antag att vi har z kr pa banken och att banken ger oss xr kr
i rénta varje ar. Efter ett ar har vi alltsa (1+ r)x kr. Antag vidare att banken
ger oss halva réantan om vi endast har pengarna insatta halva aret och analogt
for andra tidsperioder av aret. I vart fall betyder det att vi har (1 +7/2)z kr
efter ett halvar. Vi kan da utnyttja detta genom att ha x kr insatta ett halvar
for att ta ut (1+r/2)z. Nu sétter vi in (1 +r/2)z samma dag och plockar vid
arets slut ut (14 r/2) ganger pengarna, dvs. (1 +7/2)(1 4 r/2)z. Det senare
kan skrivas om som

(1+2) (1+5) o= (142) a- <1+r+j>x.

Vi har vunnit 722/4 pa kuppen.

Om vi nu gor sa hir varje dag blir det

Om vi gor det n ganger sa blir det
n
(1 + E) x,
n

Det visar sig att detta gransvirde gar mot e"x. Alltsa har vi e"z pengar
efter ett ar. Vi ser nu att om vi tar ut och sitter in efter ett halvar far
vi, e"/2e"/2x = e"z. Alltsa dr rénta pa rinta redan inkluderad. Arsréntan r
1+ ryecar = €" eller ryeqr = " — 1.

vad hiander nu da n — o0o?

A

Definition 4.14. Vi definierar talet
1 n
e = lim <1 + ) .
n—o00 n
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For att definitionen ovan skall vara av nagon mening sa maste vi visa att
talfoljden &r konvergent.

Sats 4.15. Talféljden (an)32, med
(+s)
ap, =14+ —
n

BEvis: Vi vill verifiera att (a,)52; &r vixande och uppat begrénsad. Lat oss
anvianda binomialsatsen (se sats [4.12)

() =26 G -5 (i

Vi studerar varje term i detalj.

<n>1 n! 1 n(n—-1)-(n-2)(n—k+1)

dr konvergent.

k m:k!(n—k)!nk Tk nk
_l n n—1 n—2 n—k+1
Ok on n n n

1 1 2 k—1
=—(1-=){1=—=)---(1- .
w2 (-3) - 0-5)
For att nu inse att talfoljden dr vixande studerar vi a,, och ap41.
n
1 1 2 k—1
W= (1-3) (1-3) - (1-55)

och analogt foljer att

n+1
1 1 2 k—1
1=y —(1- 1— f1- .
i+l Zk! ( n—|—1>< n+1> ( n—|—1>

k=0

Lat oss jimfora de termer vi far for ett givet k. Vi har att

1- L1 1
n n-+1

vilket ger att

(=) (-5 < () ()

For varje k i summorna &r termen fran a,4; storre &n den fran a,. Dessutom
innehaller a,41 en term mer dn a, som ocksa ger ett positivt bidrag. Alltsa
Ar any1 > ay, for allan > 1.

29



Lat oss nu dven verifiera att (a,)>2, &r uppat begrinsad. Aterigen anvinder

vi oss av framstéillningen

500D

da varje parantes ar mindre an 1.

Vi behover olikheten k! > 2% for alla k > 4. Olikheten kan ekvivalent beskrivas
som k!/2% > 1, for alla k > 4. Vi har foljande

li!_k(k—l)(k—2)--~2~1_ﬁk—1 §%§21>kk—1 §>1
ok 2.2.2...2 2 2 222227 2 2 277
eftersom varje faktor dr storre &n 1.

)OO

-1 "1
k=0

Detta passar nu perfekt for var uppskattning.

1 1 1
Zku ()l 3'+Z <S2HoH D o

k=4
1 1 1 1 1 1 "~
=2 1— - — == <1
NCRG 2 4 8+kz_02k +kz_()2k

Vi paminner oss nu om formeln f6r en geometrisk summa (vilken dr enkel att

verifiera, hur?),
n+1

Sur= 1t

1-x
I vart fall far vi

1
@) 1

k= 0 : 2
Vi har nu visat att (an)n:1 bade dr vixande och uppat begriansad vilket ger
att (an)22, &r konvergent. |

Exempel 4.16. Foljande giller

1 n
lim (1 + > =e.
n——oo n
Losningen &r

1\" 1\ ™
lim <1+> =[m=—-n]= lim (1—>
m m 1 m
~ Jim () ~ lim (1 + )
m—oo \m — 1 m—00 m — 1

1 k+1
=lk=m-—1] = lim <1+k> =e.

k—o0

A

Definition 4.17. Inversen till exponentialfunktionen med e som bas kallas
for den naturliga logaritmfunktionen och betecknas z +— Inz.
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4.4 Standardgrinsvirden

Nista sats séger oss att exponentiell tillvixt dr snabbare &n polynomiell tillvixt
och fakultet vixer snabbare &n exponentiell tillvixt.

Sats 4.18. Lat a > 1. Da gdller att

. a

M = 4
n!

lim — = oc. (4.2)

n—oo q"

BEVIS: Vi bérjar med att visa (f.1). Eftersom a > 1 sa giller att a'/* > 1. Vi
later a'/® =1+ p, dér p > 0. Vi har att

Se () ()

Det racker nu att visa att

1 n
lim 7( +7) =00

n—00 n

Med hjilp av binomialsatsen (se sats|4.12)), dér vi endast kommer att utnyttja
en term, far vi

(+p)" li (n)pk . 1<n>p2 _nn=Lp? _ (n-Lp?

n n k n\2 2n 2
k=0

da n — oo.

Lat oss nu visa (4.2)). Bilda

n!
Cp = a7

Lat N vara sadant att N > 2a och notera att

n+1)!  (n+1) -n! _n+l

Cn+1 = g+l a-an a Cn-

Vi har att
N+j N+j-1 N+1
a a

CN+j = ey = 2 ey — oo,

da j — oo. [ |

4.5 Bolzano-Weierstrass sats

Lat (an)22, vara en talféljd. Om vi endast studerar en del av talen a,, men
fortfarande odndligt manga, i talfoljden och bildar en egen talféljd av dessa
sa ségs denna nya talfoljd vara en delféljd av den ursprungliga talfcljden.
Den nya talféljden betecknas ofta (an, )72, dar n, € N dr en striangt vixande
talfoljd. Vi ger ett exempel for att klargéra notationen.
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Exempel 4.19. Lat a,, = 2n. Talf6ljden (ay)5>; ges da av 2,4, 6,8, .... En
delfoljd till denna &r nér vi endast betraktar var femte tal, alltsa 2, 12, 22, 32,
... Den nya talféljden betecknas (an, )32, dér ny = 5(k — 1) + 1. D.v.s., for
ny (da k = 1) far vi ap, = a1 = 2, for ng (da k = 2) far vi a,, = ag = 12,
0.8.V. A

Sats 4.20 (Bolzano-Weierstrass sats). Lat (ay)32, vara en begrinsad talfoljd.
Da finns det en konvergent delféljd.

BEvVIis: Om vi lyckas visa att det finns en vixande eller avtagande delf6jd sa
vet vi fran sats [4.6] att den kommer att vara konvergent.

Lat A = {n: a,, > an,, for varje m > n}. Méngen A beskriver alla index av
tal i (an)52, sadana att alla resterande tal i féljden dr mindre eller lika med
talet.

an

[N e
e
[0 ok

I figuren ovan innehaller A indexen 2, 6, 8, 10, 17, 19, 21, ....

Om antalet index i A dr odndligt manga sa har vi funnit en avtagande delfoljd.
Namligen (an, )72, dédr ng, k =1,2,3,..., & indexen i A ordnade i en viixande
foljd.

Om antalet index i A ar édndligt manga sa finns det ett storsta index i A om
nu inte A dr tomma méngden, lat oss kalla detta index for M. Nu kan vi vilja
vart forsta tal i talfoljden (an, )72, till anrr41 eller a; i fallet att A var tomma
méngden. Eftersom detta index &r storre &n M sa finns det storre tal &n apryq
i talféljden (an);2 /4 - Lat ng vara ett index sadant att a,, > ap11. Eftersom
ny ¢ A sa finns det ett index ng > ny sadant att a,, > an,. Denna process
leder till en vixande talfolid (an, )72, som &r konvergent enligt sats

Ovning 4.1. Bevisa sats
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5 Gransvirden av funktioner vid odndligheten

Definition 5.1. Lat f vara en funktion definierad i (a,o00) f6r nagot a. Vi
siger att f konvergerar mot gransvirdet A da x gar mot oo om det for varje
e > 0 finns ett M sadant att |f(z) — A| < € {6r varje x > M. Vi skriver detta
lim f(z) = A.
T—00

Alternativt skriver vi att f(x) - A da  — co. Om inget sadant A existerar
kallas f divergent da z gar mot oo.

Ateq
A—et

Exempel 5.2. Visa att
. 1
a2 =

Lat e > 0 vara givet. Vi vill visa att det finns ett M sadant att |f(x) — 0| < e
for varje x > M. Vi har att |f(z) — 0] < € om och endast om é < €. Det

senare gélller om och endast om =z > ﬁ Vi kan alltsa vilja M till nagot tal

storre dn —i-

2/E"

0+ e

0— e

Observera att M &r beroende av €. Fordndras € sa kan vi behova byta virdet
pa M. Vi kan fortydliga detta genom att skriva M = M (e). A

Definition 5.3. Lat f vara en funktion definierad i (a,o00) f6r nagot a. Vi
siger att f har det oegentliga grinsvirdet oo da z gar mot co om det for
varje K finns ett M sadant att f(x) > K for varje x > M. Vi skriver detta

xlgrolo f(z) = oc.
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N

Pa samma vis som ovan definierar vi gransvirden och oegentliga griansvirden
mot —oo.

Precis som for talfoljder sa giller foljande sats (jamfor med sats .

Sats 5.4. Lat f och g vara funktioner definierade i intervallet (a, 00) for nagot
a och lat f(x) — A, g(x) = B, da © — oo. Da foljer att

a) f(z)+g(z) > A+ B, da x — o0,

b) f(x)g(x) — AB, da r — oo,

¢) om B # 0 sa foljer att f(z)/g(x) — A/B, da x — oo.
d) om f(z) < g(z), for alla z € (a,00) sa gdiller att A < B.

Beviset for denna sats sammanfaller sandr som pa notation beviset for sats[4.5
Det &r lamnat till ldsaren, som en 6vning i notation, att utféra dessa bevis.

Det &dr vért att notera att vi kan tillata att A = oo och/eller B = co med de
formella raknereglerna:

o000 =00
00 + 00 = 00
r-oo=o00, dirz€Rochx>0

r+oo=00, dirxeR

Observera dock att foljande uttryck dr odefinierade
00
—, o0—00, 0-00
00

Sats 5.5. Lat a > 1 och b > 0 da gdller féljande grinsvdirden

lim — = oo, (5.1)
T—o00 L&

b
lim —— = oo. (5.2)



BEVIS: Vi borjar med att visa (5.1) genom att &verféra problemet pa (4.1)).
Vi later [z] vara heltalsdelen av x, d.v.s. det storsta heltal som &r mindre &n
x. Precis som i beviset av (4.1]) sa récker det med att visa att

lim — =
r—00 I
Vi har for x > 1 att
x 2] 1 gl
&>L:,.L_>007 (5.3)

da [x] — oo, enligt (4.1)).
For att visa (5.2)) sa later vi o = a’. Detta medfor att & — oo blir ekvivalent
med att t — oo. Vi far alltsa att

b bt b\t
lm —% = tim = im O o, (5.4)
z—oo log, x  t—ooo t t—oo T
enligt (5.1)). [ |

5.1 Ovningar

Ovning 5.1. Bevisa sats

1/x

Ovning 5.2. Bestim grinsvirdet av z — z'/%, da z — oo.
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