Institutionen for matematik
KTH

Tentamensskrivning 1, 2012-XX-XX, kl. XX.00-XX.00.
SF1663 Tillampad linjdr algebra med numeriska metoder, for CFATE.

Examinator: Lars Filipsson

Inga hjalpmedel!

Varje uppgiftidel A bedoms antingen som godkdnd eller underkdnd. Varje uppgift
i del B ger maximalt 4 poang. For godkdnt krédvs att alla uppgifter pa del A ar

godkdnda och minst 6 poang pa del B.

For full podang pd en uppgift krdvs att 16sningen dr vil presenterad och latt att

folja.

Ett resultat pa 7 podng eller mer pa kontrollskrivning 1 ger 4 podng pa uppgift 1

pa del B, som ddrmed inte behover 16sas.

Del A

1. Los ekvationssystemet

2x+2y+z— u= 1
X— y—z+3u=-2
2x+ vy  + u= 0

och kontrollera svaret. Vilken rang har systemet?

2. En matlab-kérning inleds med kommandot

A=1[3-23;-11-1; 0 3 11;

a) Ange korta matlab-kommandon for attbestimma AT, A%, A™! samt

den delmatris som bestar av de tva forsta kolumnernai A.

b) Vad blir resultatet om kommandot A. *A utfors?

c) Bestdm (utan hjilp av matlab) inverserna till matriserna A och AT.

3. Punkterna P = (3,1,0), Q=(2,1,2) och R =(-1,1,4) liggeri ett plan.

a) Bestdm tva vektorer parallella med planet.
b) Bestam en normalvektor till planet.

c) Bestdm arean av triangeln med hérnpunkteri P, Q och R.

V.g. vand!



4. Detvaplanen —x+2y+z =1 och 2x—2y+3z = 0 skdr varandra utmed
en linje.

a) Innehaller skdrningslinjen punkten (9,6, -2)?
b) Bestam en riktningsvektor for skarningslinjen.

c) Skriv skdrningslinjen i parameterform.

Del B

1. Visa att det linjdra ekvationssystemet
ax+ y+ z= 2a
x+ay+ z=3-a
x+ y+az=1+a

har minst en 16sning oavsett vardet pa konstanten a. 4)

2. Enandragradsfunktion y = p(x) ska anpassas till foljande varden:

x | 11012 13

y | 4 4 2
a) Stall upp en centrerad ansats for p(x). (1)
b) Bestdm polynomet p(x). 3)

3. En linjar avbildning i planet betyder geometriskt forst en spegling i
linjen y = x och dérefter rotation moturs med vinkeln /4 kring origo.
Bestdm den linjdra avbildningens matris. 4)

4. Bestam tvé linjer (i parameterform) som gar genom punkten P = (2,0, 1)
och skar linjen
t: (x,y,2z)=(,1,1)+1(0,1,0)

under vinkeln 7t/4. 4)
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Del A

1. Vistéller upp det linjara ekvationssystemet i ett rakneschema och gausseliminerar,

2 2 1 -1 1 1 -1 -1 3 -2 S@

1 -1 -1 3 -2 j ~ 2 2 1 -1 1 ~
2 1 0 0 0 -1 -1 2 -1 @

1 -1 -1 3 -2 1 -1 -1 3 -2

0o 4 3 -7 5 ~ 0 1 1 -2 1 ~
0 1 1 -2 1 j 0o 4 3 -7 5

1 0 0 1 -1 @ o0 o 1 -1

o 1 1 =2 1 ~ o ® o0 -1 2 |,

0 0 -1 1 1 8}@ 0 0 @ -1 |-

dér vi ringat in de ledande ettorna.

Fran slutschemat kan vi avldsa 16sningarna,
x=-1-t
y=2+t

t parameter).
z=-1+t (tp )

u=t

Eftersom slutschemat har tre ledande ettor har systemet rang 3.

2. a) A’,A"2,inv(A) resp.A(:,1:2).

b) Kommandot A. *A betyder att vi elementvis multiplicerar A med sig sjélv, dvs.

3-3 (=2)-(=2) 3-3 9 4 9
AfA =] (=1)-(=1) 1-1 - =1 1 1]
0-0 3.3 1-1 09 1

c¢) Inversen till A far vi genom att stdlla upp rakneschemat (A|E) och radreducera till
schemat (E|JA7"),

3 2 3 1 0 0
-1 -1 0 1 0 j ~
0o 3 1 0o o0 1
-1 1 -1 0 1 0 ?@
3 -2 3 1 0 0 ~
0o 3 1 0o o0 1
1 -1 1 0 -1 0
0 1 0 1 3 0 @ ~
0o 3 1 0o o0 1
1 0 1 1 2 0
0 1 0 1 0 ~
o 0 1 | -3 -9 1
1 0 0 4 11 -1
0 1 0 1 3 0
o 0 1 | -3 -9 1
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<)

Fran detta schema avliser vi att

ATl =

4 11 -1
1 3 0]
-3 -9 1

Inversen av AT far vi sedan till

4 1 -3
AHtT=@ANHT=[ 11 3 -9 |
-1 0 1

Eftersom P, Q och R ligger i planet sd dr vektorerna

PO=Q-P=(,1,2)-(3,1,0) = (-1,0,2)
PR=R—P=(-1,1,4) - (3,1,0) = (—4,0,4)

parallella med planet.

Fran deluppgift a har vi tvd vektorer parallella med planet och vi far en vektor vin-
kelrdat mot dessa tvd vektorer (och ddrmed vinkelrdt mot planet) genom att bilda deras
kryssprodukt,

— =
n=PQxXPR = (-1,0,2) x (-4,0,4) = (0, -4, 0).

Arean av triangeln &r lika med halva arean av parallellogrammet som P—Q> och PR
spanner upp

1P s Ph| — 1
Area = 5 |[POXPR[=5-4=2.

Skarningslinjen bestar av alla punkter som tillhor badda planen, dvs. uppfyller bada pla-
nens ekvationer.

Eftersom punkten P = (9,6, -2) uppfyller
—X+2y+z=-9+2-6+(-2)=1,
2x—=2y+32=2-9-2-6+3-(-2)=0,
sd tillhor punkten skdrningslinjen.

Fran planens ekvationer kan viavldsa deras normalvektorer som koefficienterna framfor x,
y och z,
n =(-1,2,1)  resp. m =(2,-2,3).

Skdrningslinjen tillhor bada planen och dadrfér maste dess rikining vara vinkelrdt mot n;
och n,, dvs. parallell med deras kryssprodukt n; X n, .

En riktningsvektor for linjen dr ddrmed
v=m XxXm=(-1,21)%x(2,-2,3)=(8,5,-2).

Vi vet att punkten P = (9,6,-2) ligger pd skdrningslinjen och att v = (8,5, -2) &r linjens
riktningsvektor. En parametrisering av linjen ar dédrfor

(x,v,2) =(9,6,-2) +t(8,5,-2).

Ett alternativ ar att forst 16sa deluppgift c genom att 16sa ekvationssystemet

—x+2y+ z=1
2x-2y+3z=0

eftersom skdrningslinjen bestar av alla punkter som uppfyller bada planens ekvationer.
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Losningen blir
(x,y,2)=(1,1,0) + £t (-8,-5,2)

som ddrmed dr en parametrisering av skdrningslinjen. (En annan parametrisering &n den vi
fick fram tidigare.)

Fradn parametriseringen avldser vi direkt att u = (-8, -5,2) é&r linjens riktningsvektor och att
punkten (9,6,—-2) ligger pa linjen ser vi genom att stoppa in ¢ = —1 i parameterformen.

Del B

1. Systemet har exakt en 16sning nir determinanten av koefficientmatrisen &r skild fran noll, dvs.

nar
a 1 1 0 1-al1-a°
1 a 1 = 0 a-11-a
1 1 a 1 1 a

= { kofaktorutveckling langs forsta kolumnen }
l-a1-a%
a-1 1-a
1-a?+1-a)(1-a*)=1-a’Q+a)#0.

Detta intraffar ndr a # 1 och a # -2.
Fallen a =1 och a = —2 maste vi undersoka separat.

o [ fallet 4 =1 blir ekvationssystemet

X+y+z=2
X+y+z=2
X+y+z=2

som dr ekvivalent med systemet som bara bestar av ekvationen
x+y+z=2

Detta system har parameterlosningen

x=2-s—t
y=s (s, t parametrar).
z=t

e Nir a = -2 far vi systemet
-2x+ y +z =-4
x —2y+z =5
x +y—-2z=-1

som vi l6ser med gausseliminering

|
N
—_
—_
|
W
—_
—_
|
N
|
—_

1
1 1 -2 | -1 2 1 1 | -4

1 1 -2 | -1 1 1 -2 | -1

0 -3 3 6 ?@ ~ 1 -1 | =2 é ~
0 3 -3 | -6 0 0 0

1 0 -1 1

0o 1 -1 | =2

0 0 0 0
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Systemet har 16sningen

x=1+t
y=-2+t (t parameter).
z=t

Sammantaget har alltsd systemet dtminstone en 16sning oavsett vardet pa a.

2. a) Encentrerad ansats ar p(x) = ap + a1(x — 12) + ap(x — 12)2.

b) Stoppar viin vdrdena pa x och y iansatsen far vi tre samband

pAl) =ag+ar- (1) +ap - (-1)* = 4,
p(12) =ag+a; -0 +ay - 0> =4,
p(13):a0+a1-1+a2-12:2,

dvs. ett linjdrt ekvationssystem ddr ag, 41 och a, &r obekanta. Vi loser systemet med

gausseliminering
1 -1 1 4 ? 1 -1 1 4
1 0 0 4 ~ 0 1 -1 0 @ ~
1 1 1 2 0 2 0 -2
1 0 0 4 1 0 0 4
o 1 - 0 ~ 0 1 0 -1
o 0 2 -2 é}@ 0o 0 1 -1

Alltsd dr p(x) =4 — (x — 12) — (x — 12)2.

3. Vibestammer forst matriserna for speglingen och rotationen genom att studera hur vektorerna
e, och e, transformeras.

y y
A
il spegling
A
ey S(ex)
- = X =X
€x S(ey)
y Y
A
rotation
/\
A
ey
R(ey) R(ex)
> X X

ey /4
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Med hjilp av lite trigonometri far vi att

5(1,0)=(0,1), 5(0,1)=(1,0),

1 1 1 1
Rl,O =\—7=,—F%=) Rorl =\ "= —F=)
0= 0= %

och ddrmed har speglingen och rotationen matrisen

01 1 1 -1
S_(l 0) resp. R—$(1 1).

Den sammansatta avbildningen déar speglingen utfors forst och dérefter rotationen har matri-
sen
Rs— L1 1)(0 1ty -1 1)
va2\1 1 1 0 v\ 11

4. Antag att en av de sokta linjerna ¢’ skir linjen ¢ i punkten som svarar mot parameter-
vdrdet t = fy, dvs. i punkten

Q = (1/ 1/ 1) + to(ol 1/ 0) = (1/1 + tO/ 1)

D4 har vi alltsé att de tva punkterna P och Q ligger pd linjen ¢’ som déarfor har rikiningen

0=PQ=Q-P=(11+t,1)~(201)=(-1,1+,0).
Vinkeln 6 mellan ¢ och ¢’ &r vinkeln mellan deras riktningar. Alltsa mellan u = (0,1,0)
och v = (=1,1 + tp,0) . Med hjdlp av skaldrprodukten har vi att
u-v=lullv|]cos@ < cosB = u,

|| 0]
vilket ger att
_(0,1,0)- (=1,1+10,0) 1+t B 1+t

1(0,1,001(=1,1 +to,0) 0212 + 02 VEDZ+ A+ h)2 + 02 \/t% 2t +2

os 6

Om vi nu ska hitta det varde pa tp som ger vinkeln 0 = 1t/4 eller 0 = 3nt/4 far vi villkoret

1+h =cos0=+——

,/t§+2t0+2 V2
+V2(1+1ty) = V5 + 2t + 2.

21 +t)? = £2 + 2t + 2

som kan skrivas om till

Kvadrera bada led

och efter férenkling far vi att
B+2th=0 &  th=0 eller tH=-2.

Det finns alltsd tvd parametervirden som resulterar i en linje £’ som bildar vinkeln 77/4 mot
linjen £.

e Dé ty = 0 har den sokta linjen riktningen v = (=1,1,0) och déarfér parametriseringen
(¢, y,2) = (2,0,1) +5(-1,1,0).
e Dé ty = -2 har den sokta linjen riktningen v = (-1, -1,0) och dérf6ér parametriseringen

(xy,2)=(2,0,1)+5(-1,-1,0).



