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1. a) De tre vektorerna u;, up och uz &r en bas for rummet om de é&r linjdrt oberoende, dvs.
om vektorekvationen
ciuy + coup +c3uz =0 (*)

endast har 16sningen ¢; = ¢, =c3 =0.

Om vektorerna skrivs i kolumnform far vi
1 1 -1 0
cal 2 |+ O |+c| 1 ([=]0
1 -1 1 0
och denna ekvation kan sammanfattas i matrisform som

1 1 -1 c1 0
2 0 1 ¢ |=| 0]
1 -1 1 c3 0

Ovanstdende linjdra ekvationssystem har exakt en 16sning ¢; = c; = ¢3 = 0 om och endast
om determinanten av vinsterledets koefficientmatris dr skild fran noll,

1 1 -1 1 1 -1 -
2 0 1 =l 2 0 1 =—1-‘2 0‘:(—1)-(2-0—1-2):2;&0.
1 -1 1 2 0 0

Alltsd har ekvationen () bara nollosningen c; = ¢; = ¢3 = 0 och vektorerna u;, u
och uj ér linjart oberoende och ér en bas for rummet R®.

b) Viskahittatal ¢;, c; och ¢; sé att
U = C1uq + Cup + Cc3us.

Skriver vi detta samband i kolumnform far vi

HEHESEH

som kan skrivas i matrisform som

1 1 -1 c1 1
2 0 1 o |=| 3|
1 -1 1 3 3

Vi 16ser detta linjdra ekvationssystem med gausseliminering,

1 -1 1 ?@ 1 1 -1 1
2 0 1 3 ~ o -2 3 1 (@@ ~
1 -1 1 3 ) 0 -2 2 2
0 3 ol R 1 0 0 2
0 1 -3 | ~ 1o 1 o |2
0 0 -1 1 é@@ 0 0 1 | -1

Vi avléser losningen ¢; =2, ¢, = =2 och ¢3 = —1. Alltsd ar

v =2u —2uy — us.
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2.

a)

Kolumnerna i basbytesmatrisen Pr.p bestar av B:s basvektorer uttryckta i standardba-

sen,

3 -2 -1
Preg=| -1 1 1.
2 1 1

Den omvinda basbytesmatrisen Pp g dr inversen av ovanstdende matris,

» 3 2 -1Y"
Pper = (PB_B) =[ -1 1 1 ] .
2 1 1

Inversen berdknar vi genom att radreducera (A|E) till (E|A™Y),

3 -2 -1 1 0 0
-1 1 1 0 1 0 @QN
2 1 1 0o 0 1
o 1 2 1 3 0
1 -1 -1 0 -1 0 j ~
0 -1 -1 0 -2 1
1 -1 -1 0 -1 0
0o 1 2 1 3 0 81@ ~
0 -1 -1 0 -2 1
1 0 1 1 2 0
0o 1 2 1 3 0 ~
0 0 1 1 1 1 Ez)
1 0 0 0o 1 -1
1 0 | -1 1 -2
0 1 1
Allts3 ar
[ 0 1 —1]
Prer=|-1 1 -2|.
1 1 1

I standardbasen har vektorn v koordinaterna (1,2,—1) och i basen B har darfor o

koordinaterna

0 1 -1 1 3
(U)B = PB<—E(U)E =] -1 1 -2 J 2 ] =3 ] .
1 1 1 -1 2

Alltsa, ()5 = (3,3,2).
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3. a) Nollrummet bestdr av alla vektorer u = (1, up, u3) som uppfyller Pu =0, dvs

2 2 2)(m 0
22 5 1w l=]o
l2 1 5 us 0

Detta ar ett linjart ekvationssystem som vi 16ser med gausseliminering

2 2 2 0 ? @ 1 1 -1 0

2 5 1 0 ~ 0 3 3 0 9@ ~
2 1 5 0 0 3 3 0

1

: 5 '

~ 0 1 1 0

Fran slutschemat avléser vi l6sningarna
(ul, Up, u3) = (Zt, —t, t) = (2, —1, l)t,

dér t dr en parameter. Nollrummet &r alltsa ett linjart delrum som spanns upp av vek-
torn (2,-1,1),dvs. {(2,-1,1)} &r en bas for nollrummet.

b) Viarderummet bestar av alla vektorer Pu dar u = (uq, up, u3) tillats variera 6ver hela R3.
Matrisprodukten Pu kan skrivas som

2 2 -2)\(m il 2Y w(2) (2
12 5 1|l wm =2 2+25[+2] 1.
6l 1 s5)luw) 012/ (1) ©l s

Detta visar att varderummet spanns upp av kolumnerna i matrisen P.

Kolumnrummet till P kan vi bestimma genom att radreducera P till trappstegsform (se
deluppgift a),

i 2 2 -2 1 0 -2

- 2 5 1 ~ e~ o 1 1]

{2 1 5 0 0 0

I den radreducerade matrisen till hoger ser vi att den tredje kolumnen &r en linjarkombi-
nation av de tva forsta kolumnerna,

(kolumn 3) = -2 - (kolumn 1) + 1 - (kolumn 2),

medan forsta och andra kolumnerna &r linjdrt oberoende.

Eftersom radoperationer inte paverkar linjara samband mellan kolumnerna kommer ko-
lumnernai P uppfylla samma samband. Detta betyder att kolumnrummet till P spanns
upp av dess tva forsta kolumner.

En bas for virderummet dr darmed {(2,2,-2), (2,5,1)}.



