KTH Datavetenskap
och kommunikation

DT1130 Spektrala transformer
Tentamen 121211

Tentamen bestar av fem uppgifter dar varje uppgift maximalt ger 4 p. Normalt géller foljande
betygsgrinser: E: 9 p, D: 11.5 p, C: 14 p, B: 16 p, A: 18 p
Tillatna hjalpmedel: rdknare, formelblad (bifogat)

Lycka till!

1

Doktor S. Pinn arbetar med en ny revolutionerande turbingenerator. Foér att kunna méta ro-
tationshastigheten pa turbinen anvinder han en hoéghastighetskamera som tar exakt 250 bil-
der/sekund. Han féster en liten reflex pa ett av turbinbladen, och filmar tubinen med kameran.
Han stéller in belysning och exponering s att allt som syns i kameran dr en ljus prick (reflexen)
som rOr sig i en cirkelrorelse nér turbinen roterar.

Han skriver dérefter ett litet program som analyserar bilden och rdknar ut prickens vin-
kelhastiget i radianer per bildruta, och plottar denna vinkel som funktion av tiden. Nér han
startar turbinen fran stillastdende hoér han hur den accelererar konstant, tills den borjar rote-
ra med konstant hastighet. Programmet plottar ut vinklelhastigheten 6ver tid fran turbinstart
(stillastaende), se figur

a Vilken ar turbinens rotationshastighet ¢ vid den sista bildrutan? (kurvan planar ut vid
27/3) (2 p)

b Givet en viss uppmétt vinkelhastighet w i rad/bildruta, vilka &r de rotationshastigheter hos
turbinen som kan vara méjliga, i rad/sekund? Skriv ett uttryck pa formen

wk:a—i-kb

dar k &r ett godtycklight heltal som representerar olika losningar och a resp. b kan bero av
w eller vara konstanter. (2 p)

2

I figur [2| ser du impulssvar och frekvenssvar fran ett antal icke-aterkopplade filter. Para ihop de
som hérhor fran samma filter, med motivering. Observera att det blir ett frekvenssvar 6ver. (1p/
korrekt par)

DT1130 Spektrala transformer e HT 2012



o rad/bildruta

0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Bildruta nr.

Figur 1. Utskrift fran Dr. S. Pinn’s program: uppmétt vinkelfrekvens som funktion av tid (bildruta)

3

I en digital ljudeffektsapparat onskar man implementera ett filter som uppfyler foljande kriterier:

o filtret ska helt slicka ut frekvensen w = 7/4

e filtret ska ha ett polpar pa imaginira axeln, dvs p = 4rj dér r &r reellt i och intervallet
0<r«<1

e filtrets absoluta forstirkning |H (w)| = 2v/2 vid w = 7/2

Ta fram 6verforingsfunktionen H(z) (4 p)
Tips: borja med att ta fram ett uttryck for H(z) som uppfyller punkt 1 och 2. Bestam sedan
r sa att tredje villkoret uppfylls.

4

Vid bildkompression kan man anvinda sig av diskret cosinustransform, DCT, i tva dimensioner.
Antag att en del av en bild representeras som en matris A, och transformeras med 2D DCT till
en matris B

a Vilken egenskap hos A reflekteras av det forsta elementet i B (6vre vénstra, dvs B(0,0))?
b Vad ar den geometriska tolkningen av rad- respektive kolumninex i B?
c Forklara hur DCT kan anvéndas i bildkomprimeringssammanhang.

d Vilken typ av bilder lampar sig sdmst for komprimering med DCT, och varfor?

5

Under boérjan pa 1900-talet dgnades i det militdra stor moda at att bygga apparater som kunde
anvindas for att detektera inkommande fientliga flygplan. Principen som utnyttjades i dessa var
att flera parallella akustiska mottagare ger en 6kad riktningskanslighet, se figur 3] Om en farkost
kommer in fran sidan, kommer ljudet att na de tva mottagarna med en viss tidsforskjutning 7 som

2(8)
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Figur 2. Impuls- och frekvensssvar for ett antal FIR-filter
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Figur 3. Akustisk radar, Bolling Field, USA, 1921.

beror av avstandet mellan mottagarna z, vinkeln o samt ljudhastigheten c. Antag att flygplanet
1 6vre delen av figur [3] avger ett ljud som kan approximeras med en sinuston med frekvensen
f =180Hz. Om vi bortser fran dampning pa grund av avstandet (som kan antas lika fér de tva
mottagarna) s kan vi anta att den ena mottagaren att tar emot signalen y;(t) = cos(27 ft) och
den andra fangar upp y1(t) = cos(2w f(t + 7)).

a Ta fram ett uttryck for hur amplituden hos den sammlagda signalen y(t) = yi(t) + ya(t)
varierar med avseende péa tidsforskjutningen 7.

b Vid vilken vinkel @ kommer amplituden hos den sammanlagda signalen y(t) vara som
minst? Antag att ljudhastigheten ¢ = 340m/s och avstindet mellan mottagarna x = 6m.

4(8)
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Losningar
[
b
Vi kan beskriva reflexens cirkelrérelse med en phasor. I den analoga doménen far vi
z(t) = V!
Kameran tar bilder med frekvensen f; = 250Hz. Genom att ersétta t med nTs = fL: erhélls

jyn
z(n) = e’

Markoren kan gora flera varv mellan tva pa varandra féljande sampel. Detta kan vi represen-
tera genom att lagga till 2rm till vinkelnhastigheten, dér m &r ett heltal:

Men den uppmétta vinkelfrekvensen w kan ocksé anvindas for att skriva samma uttryck:

z(n) = /"

Dessa maste vara lika, vilket gor att

}i +2mm =w
Detta ger
Y = (w—2mm) fs

dar m ar ett godtyckligt heltal. Byt m = —k:

Y = (w+27k) fs

a

I figuren kan vi se att w nar 27 tva ggr innan den planar ut vid w = 27 /3. Detta innebér att
k =2 (dvs rotorn gor tva hela varv plus 27 /3 rad. mellan varje bildruta).
¥ = (27 /3 + 4m)250 = 3665 rad/s = 583 varv/s.

For ett icke-aterkopplat filter géller att h(n) = b,. Vi kan alltsa direkt skriva H(z) = h(0) +
h(1)27 1+ h(2)272 4+ h(3)z=3 + ... osv (Z-transformen). Sedan kan nollstillena losas ut, och deras
frekvenser matchas mot dipparna i frekvenssvaren till hoger.

241

a H(z)=1+2"%= 3

Denna funktion har tre nollstéllen pa enhetscirkeln som fas enligt

B 41=0— 25 =Tk
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j(m+k27)
zZ =€ 3

k=02 =¢l™/3
k=1—z=¢€T
k=2— z=ed/0

Detta motsvarar frekvenssvar 4.

z—1
z

b H(z)=1-z"1=
Nollstalle: z =1 (w = 0)

Frekvenssvar 5.

2241
H(z)=1+2z2=
c (2) +z g
Nollstallen:
=1 z=12j
(w==+m/2)
Passar med frekvenssvar 3.
1
d H(z):1+z_lzz+
z

Nollstélle: z = —1 (w = 7)

Frekvenssvar 2.
R]
Férsta villkoret innebér att vi ska ha nollstéllen vid e/+7/4. Téljaren blir da
(z — ™) (z — eI/
Andra villkoret ger ndmnaren
(z =ri)(z +7j)
vilket ger overforingsfunktionen

(2 eI/ (z — eI/ 22 =2z 41
H(z) = (z—ri)(z+7rj) 22412

Tredje villkoret innebér att vi ska sitta in w = 7/2 dvs z = €/7/2 = j och bestimma r si att
|H(z)| blir 2v/2. Sagt och gjort:

_ P2+l -2

H(z =) r2 —1 r2 —1

6 (8)
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H(z=j)|l = =2v?2 -1 ==

Tva mojligheter: 72 = % ochr? = 1%. Endast den forsta kan ge r < 1 (ett bivillkor i uppgiften).

Insatt i H(z) ovan far vi saledes

22— \2z2+41
H(z) = ————
z% + 2
4]

a B(0,0) motsvarar medlevéirdet av A

b De motsvarar frekvenser i A. Radindex motsvarar vertikal frekvens, kolumnindex motsvarar
horisontell frekvens.

c Olika frekvenskomponenter ar olika viktiga for hur 6gat uppfattar bilden, vissa kan man
ta bort utan att paverka intrycket ndmnvért. Genom att transformera med DCT kan man
vélja vilka frekvenskomponenter man vill behélla i bilden, och med vilken upplésning (hur
méanga bitar) de ska kodas.

d Grafiska bilder med skarpa kanter, t.ex. datorgenererad text och grafik lampar sig inte,
dérfor att for att beskriva skarpa kanter med DCT behovs hoga frekvenskomponenter, och
de hogsta frekvenserna dr de man plockar bort forst vid kompression.

a
Satt w =2 f

y(t) = cos(wt) + cos(w(t + 7))

Skriv om med Euler:
eju.nf + efjwt + ejwtejwf 4 efjwtefjwf
2

y(t) =

eI (1 + I¥T) + e IWE(1 + e7IwT)
2

ejwteij/Q(e—jw7/2 _|_€jw7'/2) +e—jwte—ij/2(e—ij/2 _|_€jw7'/2)
2

eI9teI®T/29 cos(wT /2) + e IteI9T/22 cos(wT /2)
2

wT - . . .
:cos—(ejwtej‘”ﬂ—i—e jwte ]w'r/2)

= cos % cos(w(t +7/2))

Detta uttryck beskriver en sinusvag med amplituden 2 cos <F = 2 cos(7 f7).
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b

Amplituden blir som minst da 2cos(wf7) = 0 vilket intréaffar (forsta gangen) da argumentet
mfr=n/2dvs T = %

Denna tidsskillnad motsvarar striackan 7c dér ¢ ar ljudhastigheten.

Figuren ger att skillnaden i stracka som ljudet maste fardas till de tvad mottagarna mosvarar
x sin a.

Detta ger alltsa att minsta amplitud erhalls da % = rsina — a = arcsin 2sz ~ 9°

8 (8)
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