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Del A

1.

Matlabkorningen visar att matrisen

1 3 2 4 6
2 6 -1 3 -3
1 3 3 5 9
1 3 2 4 6
radreduceras till
1 3 0 2 0
o o 1 1 3
O 0o 0 o oY
9 0 0 0 0

dér de kolumner som innehaller en ledande etta &r markerade med en stjarna.

b)

a)
c)

b)

c)

I den radreducerade matrisen kan vi avldsa att alla kolumner kan skrivas som linjarkom-
binationer av kolumn 1 och 3. Eftersom radoperationerna inte paverkar linjira samband
mellan kolumnerna géller samma linjéra samband dven kolumnerna i ursprungsmatri-
sen A . Detta betyder att vektorerna

1,2,1,1) och (2,-1,3,2)

dr en bas for kolumnrummet till A.
Fran deluppgift b ser vi att kolumnrummet har dimension 2.

Speciellt ser vi frdn den radreducerade matrisen att
(kolumn 4) = 2 - (kolumn 1) + 1 - (kolumn 3).
Oversatt till kolumnerna i matrisen A betyder det att

4,3,54)=2-(1,2,1,1) +1-(2,-1,3,2).

2 1 1)(-1 1 -1
Au:( 2 1 —2]{ 2]:[—2]:(—1){ 2]:(—1)u,
-1 0 -2 1 -1 1

vilket visar att u &r en egenvektor till A med egenvérdet —1.

Vi har att

Den karakteristiska ekvationen ges av
det(A - AE) =0,
dér determinanten i véansterledet blir

2-A 1 1
2 1-A -2 = {Sarrus regel } = “A3+ A% 451 +3.
-1 0 -2-A

Alltsd dr den karakteristiska ekvationen —A3 + A2 +51+3=0.

Matrisen A 4r diagonaliserbar om det gdr att fa fram tre linjért oberoende egenvektorer
till A.

Vi vet att egenvektorer som hor till olika egenvarden &r linjart oberoende och uppgifts-
texten ger ddrmed att vi kan hitta tva egenvektorer som ar linjart oberoende. For att kunna
hitta en tredje egenvektor som inte dr en linjarkombination av de tva andra 4r bara méjligt
om egenrummet som hor till egenvirdet som ar en dubbelrot har dimension 2. Detta gar
det inte att sdga nagot om bara med informationen i uppgiftstexten.
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3. a) Geometriskt ser vi att tva egenvektorer &r

e en vektor v; parallell med linjen,
e en vektor v, vinkelrdt mot linjen.

Under speglingen kommer namligen dessa vektorer att avbildas pd v respektive —v,,
dvs. de dr egenvektorer med egenvirde 1 respektive —1.

Y ¥
S
(4] - ~ S(Ul)
- X i X
Y y
S /
(Y]
X — X

S(v2)

Vi kan t.ex. vélja v1 = (1,2) och v, = (-2,1). Eftersom v; och v, hor till olika egenrum
dr X = {u1, up} en samling linjdrt oberoende vektorer och dérfor en bas for R>.

b) Vivetatt S(v1) = v1 och S(v;) = —v, . Matrisen fér S ibasen X dr darfor

| |
[ S(@)x  S@)x ] - ( - )
| |

4. Ekvationerna kan enkelt skrivas om i huvudaxelform
2 2

a) (%) +y2+(%) =1,

och fran detta kan vi identifiera vilken typ av yta respektive ekvation svarar mot:
a) ellipsoid,

b) elliptisk dubbelkon,

c) elliptisk cylinder,

d) parabolisk cylinder.
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Del B

5. a) Fran figuren avldser vi att vektorerna u#; och u#, har koordinaterna (1,2) respekti-
ve (—2,2) istandardbasen.

De sokta basbytesmatriserna dr ddarmed

| |
Prcp =[ (ui)E (uT)E ]=( ; _3 ),

=}
-1 1 -2 1 2 2
PB<—E—(PE<—B> —(2 2) _8(—2 1)-

b) Istandardbasen avldser vi att v har koordinaterna (—4,1) och med hjilp av basbytes-
matriserna i deluppgift a far vi fram vektorns koordinater i basen B,

vereanci( 2 1)1

2

6. Vidoper vektorerna till

w =(1,7,1,7),
u; = (0/ 7/ 2/ 7)/
us = (1,8,1,6).

Med Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess far vi fram en ON-bas {v1, v, v3} for detlinjdra
holjet.

Vektorn v; har samma riktning som u; ,

U1 '=U = (1, 7, 1, 7)
men normerad sd att den har belopp 1,

- 1,7,1,7) 1,7,1,7)
! |(1/ 7/ 1/ 7)' 12 + 72 + 12 + 72

Riktningen hos nésta vektor v, far vi genom att ta u, och dra ifrdn u, :s komposanti v -
riktningen,

1
=—(1,7,17).
10(///)

vy =y — Uy - v1] vy
=(0,7,2,7)-[0,7,2,7) £1,7,1,7)| 41,7,1,7)

=(0,7,2,7) - ﬁ[0+49+2+49] 1,7,1,7)
=(0,7,2,7) - (1,7,1,7)

= (_1r O/ 1/ 0)/
och dérefter normerar vi v,,,

(-1,0,1,0) (-1,0,1,0) 1
Vo = = = _(_1/ O/ 1/ O)
PTIELO L0l O 22 V2

Den sista vektorn wvs:s riktning viljs som w#3 minus wu3:s komposanter i v;- och ;-
riktningarna,

v3 = uz — [uz - v1] v1 — [u3 - v2] V2

=(1,8,1,6)-[(1,8,1,6)- %(1,7,1,7)] £(1,7,1,7)
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-[,8,1,6)- (1,01, 0)] 15(-1,0,1,0)
=(1,8,1,6) - 151+ 56+ 1+42](1,7,1,7) - 1[-1+0+1+0](-1,0,1,0)
= (1r 8r 1r 6) - (11 7/ 1/ 7)
= (0/ 1/ O/ _1)/

foljt av en normering,

(0,1,0,-1) (0,1,0,-1) 1
0n = - = —(0,1,0,—1).
7 10,1,0,-1) V02 +12+ 02 + (-1)2 \/E( :

En ON-bas ar alltsa

1 1
—(-1,0,1,0), —=(0,1,0,-1)}.

1
{ 5 L7L7), i i

7. Omvisitter v = (x, y,z) sa blir bildvektorn

2 10 X 2x+y
3 4 2 y |=| 3x+4y+2z |.
0 2 2

z 2y +2z

Av =

Villkoret att v och Av ska vara vinkelridta kan formuleras som att v-Av = 0, dir vansterledet
ar
v-Av=(x,y,2) - 2x+y,3x + 4y + 22,2y + 2z)
=x(2x + y) + y(Bx + 4y + 22) + z(2y + 22)
=207 + dxy + 4y* + dyz + 22%,

Vi ska alltsd bestimma for vilka (x, y,z) som ovanstdende kvadratiska form antar vérdet 0.
For att gora detta borjar vi med att skriva den kvadratiska formen i matrisform

(x v z)[§ ; 3][;].

N
N

0

2 20
B=]2 4 2

0 2 2

Matrisen

har den karakteristiska ekvationen det(B — AE) = 0, didr determinanten berzknas till

2-1 2 0 A A=A -1 1—1@
24—A28} = 2 4-1 2 |=A| 2 4-A 2
2-2 0o 2
-1

0o 2 2-1 0 2 2-2
1 -1
=A 0 6-A 0 = {Kofaktorutveckling }
0 2 2-A
=A6- 1) -1 =-A6-1)2=A).
0 2-1

Fran detta ser vi att den karakteristiska ekvationen har 16sningar A; =0, A, =2 och A3 =6.
Detta betyder att den kvadratiska formens huvudaxelform ar

0-(x'V+2-(y)+6-()
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dvs. den kvadratiska formen dr positivt semidefinit. De vektorer v =

(x,y,2z) for vilken

formen antar véardet noll &r egenrummet till B som svarar mot egenvérdet 0 och bestar av
alla vektorer v som uppfyller Bv = 0. Detta &r ett linjart ekvationssystem som vi 16ser med

gausseliminering,

N DD ©O D N O

SO O Rk O O = O N DN
SO = O N N P N &= DN

o O O O O O o o O

Svaret ar alltsa vektorerna

8. a)
Den karakteristiska ekvationen ar

—-4-A 1
4 —4-A

och vi kvadratkompletterar vinsterledet

(A +4)? -

Ekvationen har dérfor losningarna A, = -4 + V4 ,dvs. A =

16 +12 =

?o
o

] (t parameter).

For att diagonalisera A bestimmer vi egenvarden och motsvarande egenvektorer till A .

‘z(—4—/\)2—4=/\2+8)\+12=0

(A +4)2 -

—6 och A, = -2.

Motsvarande egenvektorer far vi fram genom att16sa egenvektorekvationen (A-AE)v =0

i respektive fall.

e A = —6:Egenvektorekvationen (A + 6E)v =

)70 L

(5

och lésningarna &r
o

—t
2t

K

e A=

e

och l6sningarna ar

-1
2

0 blir

S NI
o O
———

) (t parameter).

—2: Egenvektorekvationen (A + 2E)v = 0 blir

?@

_1
2
( 0

o O
N————

vz( 2: ):t( é ) (t parameter).
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Som basvektorer for egenvektorbasen X viljer vi vektorerna v; = (-1,2) och v, =(1,2)
(som &r linjdrt oberoende eftersom de tillhor olika egenrum).

Basbytesmatrisen fran egenvektorbasen till standardbasen blir

-1 1

och en diagonalisering av A &r alltsa
A =PDP,

dar

Infér vi vektorbeteckningarna
x1(t) ()
t) = h t) =
x(t) ( x5 (t) ) oc y() ( y2(t)
sd kan sambandet mellan variablerna skrivas y(f) = P'x(t) och systemet av ordindra

differentialekvationer som
x'(t) = Ax(t).

Genom att ersdtta A med sin diagonalisering kan systemet skrivas som
x'(t)=PDP'x(t) & Plx'()=DP'x(t)y & y'(t)=Dy(t).
Ivariablerna y(t) = (y1(t), y2(t)) blir alltsa systemet
{y{ (H) = =6 y1(t),
o) = =2 12(h).

Begynnelsevillkoren blir

-1 -1 1
wo=ro=(73 2 (G )=l 2 5] (e)=(7)

Fran deluppgift b har vi tva ordindra differentialekvationer

o yi()=-6y(b),dar 11(0) = -3,

o y5(t) = =2ya(t), dér y2(0) = 1.
Dessa ekvationer har losningarna

o yi(t)=—-3¢7%,

AGER Tau

Uttryckt i de ursprungliga variablerna far vi

t -1 1 _1 -6t 1,-6t 4 1,2t
( 28 ):x(t) =Py :( 2 2 )( %zee—zt ):( z_eg—a +2;2t )



