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Om matrisekvationen skrivs
AXB=C

och matriserna A och B &r inverterbara s kan ekvationen losas genom att bada led
vénstermultipliceras med A™' och hogermultipliceras med B!,

X =A"'CB.

Matriserna A och B ar inverterbara om detA # 0 och detB # 0, dvs. om

2 3 -1 2 0 -3
—4 1 0 |#0 och -2 3 5 1+#0.
5 2 3 3 1 -1
Vi har
_ 2 3 -1
s e 1 0 |=¢n|* Ll=ss
—4 1 0 =~ _( ) 11 11 - 12
5 2 3 11 11 0
2 0 -3 2 0 -3
-2 3 5 =-11 0 8 |=(-1) 231 4y
= - -1 8| "
3 1 -1 3 1 -1
A=1T[23-1; -410; 52 3];
B=1[20-3; -235; 31-1];
C=10[22-3; -110; 41 1];
X = A\C/B
, u-v (1,0,7)-(1,1,3) 1-140-1+7-3

proj-u = u—proj,u=(1,0,7) — (2,2,6) = (-1,-2,1)

En linje ligger i planet om en punkt pa linjen tillhor planet och dess riktning &r parallell
med planet.

Frén planets parameterform kan vi avldsa att en punkt i planet & P = (1,0,1) och en
riktning parallell med planet dr u = (2, -2,1) . Exempelvis ligger alltsa linjen

(x,v,2)=(1,0,1)+5(2,-2,1)

i planet.

For att bestimma en ekvation for planet behover vi en punkt P i planet och en normal-
vektor n till planet.

Fran planets parameterform avlédser vi att P = (1,0,1) 4r en punkt i planet och u =
(2,-2,1) och v =(1,1,3) &r tva vektorer parallella med planet. En normal till planet far
vi genom att ta kryssprodukten av u och v,

(2% ey ey
n=uXxXov= 2 -2 1 :()7% ;/_% ;liif):(_7/_514)'
1 3

En ekvation for planet d&r da n - ((x,y,z) — (j)’) =0, dvs.
(<7,-54)- (v, 1,2 - (1,0,))=0 &  —7(x-1)-5y+4z-1)=0

vilket férenkas till 7x + 5y —4z =3.
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c¢) Punkten (1,—4,—-4) ligger i planet om den uppfyller planets ekvation. Vi har att
7-1+5-(—4)-4-(-4)=7-20+16=3,

vilket visar att punkten ligger i planet.

4. a) Triangeln har hornpunkter i (0,0), (0,3) och (4,3). Dessa hérnpunkter avbildas till
punkterna
0 0 0 2 4 5
Ao)=(o) a(3)-(2) (3)-(3)
och den linjdra avbildningen kommer avbilda kantlinjerna pa kantlinjer mellan horn-
punkternas bildpunkter.
Yy
1
i > X
b) Nar triangeln avbildas med den linjdra avbildningen som har matrisen A sa kommer
arean av bildtriangeln vara lika med arean av den ursprungliga triangeln multiplicerat
med |detA].
Arean av triangeln ar
Area = % - (basen) - (hojden) = % -3-4=6a.e.
och arean av bildtriangeln ar darfor
3 2
4 3
Lo () etae
1 3
Del B
5. Det linjdra ekvationssystemet har exakt en 16sning om och endast om determinanten av

vansterledets koefficientmatris dr nollskild. Eftersom

1 2 1 1 0 11
2 a |=| 1 2a-2 =—(a—2)‘3 4‘:—(11—2)
3 4 6 3 4 0

har alltsa systemet exakt en 16sning nér a # 2.

Nér a = 2 har vi det linjdra ekvationssystemet

x+ y+2z=0
X+2y+2z=1
3x+4y+6z="b
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som vi l6ser med gausseliminering,

1 1 2 0 1 1 2 0

1 2 2 1 ? ~ 0 1 0 1 (%—@~
3 4 6 b 0 1 0 b

1 0 2 | -1

0 1 0 1

0 0 0 b-1
Om b-1#0,dvs. b# 1, sd saknar systemet 16sning.

Om b-1=0,dvs. b=1,saavldser vi parameterlosningen

x=-1-2¢
y=1 (t parameter).
z=t

6. a) Om mitvdrdena sétts in i de tvd modellerna far vi de 6verbestdmda linjdra ekvationssy-

stemen
1=0-R 1=0-R+ U
7=2.R 7=2-R+ Uy
8§=4.R P 8=4-R+ U
10=6-R 10=6-R+ U
eller i matrisform
0 1 01 1
2 7 2 1 R 7
1 |(R)=| g P4 (uo)‘ 8
6 10 6 1 10

Motsvarande normalekvationer far vi genom att vianstermultiplicera bada led med trans-
ponatet av vénsterledets koefficientmatris.

e Det forsta systemets normalekvation blir

(024 6)

(R)=(0 2 4 6)

AN O
—_
o ® N~

vilket ger ekvationen 56R = 106 .
e Det andra systemets normalekvation blir

1
R\ (02 4 6)\|7
U =111 1) 8

0

NN O
[N

vilket ger ekvationssystemet

(2 50

b) Loser vi normalekvationerna far vi Iosningarna

=
Il
Il

=
N

R=3~19  resp. {

&

1
»—\ll\) [S21RN]
je] (O8]

I

N

(O8]
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Ett sdtt att méta hur vél 16sningarna anpassar till médtvardena dr att stoppa in dem i det
ursprungliga ekvationssystemet

0 1 01 1
2 7 21 12\ | 7
s |(19)=] & Py (2,3)‘ 8
6 10 6 1 10
flytta 6ver allt i vansterledet,
-1,0 0 1,3 0
_312 _ 0 _2,3 _ 0
~04 |T| 0 resp: -09 |70
14 0 -0,5 0

och bestdmma ldngden av vénsterledet,

V(1,02 + (=3,2)2 + (—0,4)2 + (1,4)2 = /8,41,
V(1,32 + (=2,3)2 + (-0,9)2 + (0,5)2 = /8,04.

Eftersom dessa storheter dr ungefar lika stora dr det svart att dra ndgon slutsats om vilken
modell som &r lampligast.

u u=191 Uu=121+23
A Y
10l // .
YA
a #
/
81 %
1/
. /v
V4
6 ///
Y/
//

vava

v/
at /

e /
A/
/
/| /
2t /
Y
/
; » |

/ 2 4 6 8 10
/

Modellen U = RI &r ett specialfall av modellen U = RI + Uy . Det betyder att alla
anpassningar av modellen U = RI till métvédrdena duger ocksa som en anpassning av
modellen U = RI+ U till mdtvdardena genom att helt enkelt vélja samma R och Uy =0.
Den bésta mojliga anpassningen av modellen U = RI + Uy till méatvardena maste alltsa
vara minst lika bra som den bésta anpassningen av modellen U = RI till mitvardena.

Antag att ett plan som varken skdr ¢ eller m har ekvationen
ax+by+cz=d

dir a, b, c och d &r konstanter.

Eftersom linjen ¢ inte ska skéra planet sa ska ingen punkt pd ¢ uppfylla planets ekvation,

dvs.
al+2t) +b(0+t) +c(1—t)#d

oavsett virdet pa t. Vi kan skriva denna olikhet som

@+c-d)+tQRa+b—-c)#0
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b)

och om detta ska vara uppfyllt for alla f sa maste

a+c—d+0, 1)
2a+b—-c=0. 2)

Samma sak gdller planet m : Ingen punkt pa linjen m ska uppfylla planets ekvation, dvs.
aQ+H)+b(1+2t)+c2+t)#d
oavsett vardet pa t. Vi skriver om olikheten som
b+2c—d)y+t@a+2b+c)#0.
Denna olikhet dr uppfylld for alla ¢+ om

b+2c—d+0, 3)
a+2b+c=0. 4

Sambanden (2) och (4) ger ett linjart ekvationssystem i a, b och ¢ som vi loser med

gausseliminering,
( 2 -1 0 ] j ( 1 2 1
1 1 0 E@ 0 -3 -3
0 ] ( 1 0 -1
0 0 1 1

( 1
0
(a, b, C) =5 (1, -1, 1), ( S parameter).

NN

Vi avldser l6sningarna till

Alla plan som varken skér ¢ eller m har alltsd en normalvektor (a,b,c) som dr parallell
med vektorn (1,-1,1).

Antag att det sokta planet har ekvationen
x—y+z=d,

dér d &r en konstant.
Eftersom linjen ¢ &r parallell med det stkta planet ges det kortaste avstandet av

. —_—>
d; = |pro]n PQ

7

ddar P ar en punkt pa planet, Q en punkt pd linjen ¢ och n = (1,-1,1) &r planets
normalvektor. Viljer vi t.ex.

P=(,0,00 och Q=(1,0,1)

sa far vi
g = [PQ - n| _ (1-d)-1+0-(-1)+1-1] _ |d—2]|
1= = = )

In VIZ+ (-12+12 V3

Pa samma sitt ges det kortaste avstdndet mellan m och planet av

ﬁ
dy = | proj, PR,
dédr R dr en punkt pa linjen m, tex. R=(0,1,2). Vifar att

CPR-n| (=) 1+1-(-1)+2-1] _ |d—-1]

d
’ In| 12+ (-1)2+ 12 V3

Avstanden d; och d, arlika nidr d = % . Det sokta planet &r alltsa

X—y+z=3.
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8. Viborjar med att betrakta vektorsumman
— —
OP;1 + -+ 4+ OPyy,

dar O = (0,0). Vektorerna i denna summa kan delas upp i par av vektorer som é&r lika ldnga
men har motsatt riktning:

—_— s — — — —
OP;,0P13, OP,0P14, ..., OP1,OPoq4.
y Y
—
op,
OPy3t= =tOp; > X X
—

Darmed ar

— e L e T —
OP1 + -+ OP24 = (OP1 + OP13) + (OPZ + OP14) + -+ (OP12 + OP24)
=0+0+--+0
=0.

—
Varje vektor QP; kan skrivas som en summa av tva vektorer genom att ga via origo,

- = = — —
QP; = QO + OP; = -0Q + OP;

Darmed blir
— — —_— — _— = —
QP+ -4+ QP = (-0Q + OPq1) + (w0Q + OP3) + - - - + (—O0Q + OP»4)
— _— —>
=—-240Q + (OP1 + --- + OPyy)
—
=-2400+0
=243}
= (12,-6).



