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DEL A

1. Bestim en ekvation for tangentplanet i punkten (1, —1, 2) till ellipsoiden 2x>+3y*+z> = 9.
(4 p)

Losning. Vi uppfattar ytan som nivdytan F(x, y, z) = 9 till funktionen F(x, y, z) = 2x> +
3y? + z2. En normalvektor till ytan ges av VF = (4x, 6y,2z). I punkten (1, —1,2) fas
att VF = (4, -6, 4). Vi kan vilja (2, =3, 2) som det sokta planets normalvektor vilket ger

att planets ekvation kan skrivas 2x — 3y + 2z = C. Insittning av punkten (1, —1, 2) ger
konstantens virde C = 9. U

Svar: Exempelvis 2x — 3y + 2z = 9.



2.
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a) Bestim alla stationira punkter till funktionen f(x, y, z) = x> + y*> — 6xy + z> — 2z.

2p)
b) Vilj en av de stationdra punkterna fran deluppgift a och bestim punktens karaktir
(maximi-, minimi- eller sadelpunkt). 2p)

Losning. Fran

0 0 0

—f=3x2—6y=0, —f=2y—6x=0, —fzzz—zzo

0x oy 0z
har vi 0 = 3x> — 6y = 3x*> — 18x sd x = O eller x = 6. Eftersom 2y — 6x = 0 #r
motsvarande y = 0 och y = 18. Sista ekvationen ger z = 1. Det finns alltsa tva stationira
punkter (0,0, 1) och (6, 18, 1).

Vi bestimmer karaktidr (maximi-, minimi eller sadelpunkt) for punkten (0,0,1).
Derivatorna av andra ordningen &r

P 2 2 2 2 2

O _ex, oo L, Y o 9, 9L
0x2 0y? 072 0x dy 0x 0z dy 0z

I punkten (0, O, 1) har dessa andraderivator virdena
P 2 2 2 2 2
Ff o Ff_, P _, P _ O
0x2 o0y>

2,

9z2  oxdy  dxdz 0yoz -
Vi avgor punktens karaktidr med hjélp av Taylorpolynomet av grad 2,
fO+h0+k 140 =—1+k>—6hk + &* + (restterm av ordning 3),

dir den kvadratiska formen kan skrivas k> — 6hk + > = (k — 3h)> — 9h*> + &2 och ir
indefinit (antar bade positiva och negativa virden).
Dirfor dr punkten (0, 0, 1) en sadelpunkt.

(Punkten (6, 18, 1) kan analyseras pa motsvarande sitt och resultatet #r att den &r en lokal
minimipunkt.) 0

Svar:
a) (0,0,1)och (6,18, 1).
b) (0,0, 1) dr en sadelpunkt och (6, 18, 1) dr en lokal minimipunkt.
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. Kroppen K begriinsas av paraboloidytorna z = x> + y*> och z = 2 — x?> — y?. Berikna
integralen

”J (x> + y») dx dy dz. 4 p)
K

Losning. Ytorna z = x>+y? och z = 2—x?—y? skiir varandra d& x>+ y? = 7 = 2—x?>—)?,
dvs. ovanfor cirkeln x? + y*> = 1 i xy-planet. Det betyder att kroppen K ligger ovanfor
cirkelskivan x? + y?> < 1 och beskrivs av

K = {(x,y,z): xr+y* <1, x2+y2§z§2—x2+y2}.
Vi infor cylindriska koordinater och da beskrivs K av

K={(r62:0<0<2r, 0<r<1 r<z<2-r}.
Integralen blir

J:”<J;(Ji_r2r2-rdz>dr>d0 “ Ll[z]”’ rdr) do

r

—_

2

[
=~<
[

J 2 —2r )dr) do
0

2

2. ]d&
0

<
I\) (=]

T

— 1
=| Llag

Wiy S

Svar: 7 /3
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DEL B
4. Bestim
J x%y dx
Y
dir y 4r ellipsen 9x? + y* = 1 moturs orienterad. 4 p)

Losning. Vi ser att y ir randen till ellipsen E = {(x,y): 9x> + y* < 1}, och anvinder

Green’s formel,
J xzydx:J xzydx:—JJ x* dx dy.
Y oE E

Eftersom E ir en ellips med halvaxlar 1 och 1 i x- respektive y-riktningen gor vi ett

3
elliptiskt polirt variabelbyte enligt
X = %r cos @
y=rsing

och 1 dessa variabler beskrivs ellipsen E av olikheterna 0 < r < 1 0och 0 < ¢ < 2x.
Integrationselementet dx dy blir

ox 0x
| or og _ | 3cosp —3irsing _1
dxdy = oy oy drdp = ‘sin(p Fcos @ drde = srdrde.
or 0@
Vi far nu att
1 2z
—JJ xzdxdy=—J (J érzcosz(p %rdgo)dr
E 0o
1 2r
3 2
= - r dr)(J cos (pd(p)
(], 7))
11
“Tr "
I
108

Svar: ———
vars =18
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5. Gor ett linjért variabelbyte for att berdkna

” (x —3y)sin(x + 2y) dx dy
D
diar D bestims av2 < x —3y <3,0< x+2y < n/4. 4p)
Losning. Vi gor det linjédra variabelbytet
u=x-—3y
v=x+2y
som &r en bijektiv avbildning (x, y) — (u, v) eftersom
det( a(u,v) > _ 1 -3
A(x, y) v v, 12

Omradet D beskrivs i de nya variablerna av olikheterna2 <u <3 och 0 <v < z/4.
Integrationselementet dx dy blir

/ !
X uy
/ !

u

=5#0.

o(x,y) o(u, v)\~!
dxdy = | det( a(w))’ dudv = |det<a(x,y)> | dudv = Lauav.
Dubbelintegralen blir
JJD(x —3y)sin(x +2y)dxdy = “D usinvy % du dv
1 ‘3 71'/4
= 3 <J sinvdv> udu
J2 Mo
1 r3 71'/4
== ua’u-J sinv dv
50 0
1 ru?13 /4
=slz L o],
_2-V2
=—
O
2—+v2
Svar:
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6. Lat h(x, y) = xe >+,
a) Bestdm andra ordningens Taylorpolynom till 4(x, y) i punkten (x, y) = (1, 2).

b) Anvind Taylorutvecklingen i deluppgift a for att bestimma ett approximativt \Egrgg
till £(1.1, 1.9). Anviind att e ~ 6,74 x 1073, 2p)
Losning. a) Vi har att
W.(x,y) = e _ 032~ (),
Hy(x,y) = —2xye” ),
W (x,y) = —2xe” ) Z 4xem ) 4y ),
B (x,y) = —2ye ) 4ty )
n,(x,y) = —2xe~ M) 4 4xytem (PR,
och utriknade i punkten (x, y) = (1,2) far vi
h(l,2) =e™>, H(1,2) = =€, K,(1,2) = —4e”,
Hi(1,2) = =27, K (1,2)=4e™, K)(1,2) = 14e™.
Andra ordningens Taylorutveckling kring punkten (1, 2) blir dirfor
h(1+h2+k)=e(1 —h—4k+ 3(=2h* +2 - 4hk + 14k*)) + R.T.
=e(1 —h—4k — h* +4hk + 7k*) + R.T.
och vi kan avlésa att andra ordningens Taylorpolynom dr
e (1 —h—4k — h* + 4hk + 7k?).
b) Med Taylorpolynomet i deluppgift a far vi approximationen
h(1.1,1.9) = h(1+0.1,2-0.1)
~e(1-0.1404-0.01-0.04+0.07)
=132¢7
~132:6.74 x 107
~89x 107,
Detta virde stimmer med det exakta virde till tva virdesiffror.
U

Svar:
a) e>(1 — h—4k — h* + 4hk + 7k?)
b) 1.32¢5 ~ 89 x 1073
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DEL C

7. Lat S vara cylinderytan {(x,y,z): x> +y*> = 1,0 < z < 1} och 14t N vara den yttre
normalen. Visa att

” rotyv- NdS =0
S

om v = (vy, vy, v3) dr ett C? vektorfilt dir v, och v, dr oberoende av z. 4 p)

Losning. METOD 1 (Gauss sats)
Lat Q vara cylindern xX>+y°<1,0<z< 1. Enligt Gauss sats &r

”' rotv- NdS = JJJ div(rotv)dV =0,
oQ Q

ty div(rotv) = 0.
L4t D, vara cirkelskivan x> + y*> < 1, z = a. Eftersom 0Q = S + D, + D, ricker det att
visa att

JJ rotv-NdS+J rotv- NdS =0. (%)
Dy J D

” rotv- NdS = — J (ﬁ—@ﬂ&
Dy 3, 0x dy

” rotv - N dS = J (ﬁ—mﬂs.
D, Jp, 0x dy

Eftersom v, och v, ¢j beror pa z ér de bada integralerna i de hégra leden lika och () foljer.

Vi ser att

METOD 2 (Stokes sats)

Enligt Stokes sats dr

JJ rotv-NdS:J v -dr,
S 25

dér randen 0.S till cylindern S bestar av de tva cirklarna
v={x*+y =12=0},
n={x*+y'=lLz=1)}

med motsatta orienteringar. Kurvintegralen 6ver 9.5 blir dirfér summan av foljande tva
integraler

J v-dr=J vidx+v,dy och J v-dr=[ vidx + v, dy
Yo Yo 71 Y1

som har samma virde men motsatta tecken eftersom v; och v, dr oberoende av z och kur-
vorna o och y; har motsatt orientering. Alltsa blir integralen i uppgiftstexten lika med 0.

O
Svar: —
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8. Arean av ellipsen som ges av x*/a® + y*/b* = 1 dr wab. Anviind Lagranges metod for att
bestimma den ellips x2/a*> + y*/b*> = 1 som innehdller rektangeln [—1, 1] x [-2,2] och
har den minsta arean. “4p

Losning. Punkterna (+1, £2) méste ligga pa ellipsen, vilket betyder att 1/a*> +4/b* = 1.
Problemet kan dirfor formuleras som

min zab,
dir 1/a* +4/b* = 1.

Detta &r ett optimeringsproblem med ett bivillkor som vi 16ser med Lagranges multipli-
katormetod. Infor Lagrangefunktionen

L(a, b, ) = mab— A(1/a* + 4/b* = 1).

Minimum antas da i en punkt dir

oL
— =zab+24/a =0, (1)
da
oL
—b=na+8,1/b3=o, 2)
oL
— =—1/a*> -4/ +1=0. 3
31 fa”—4/b"+ (3)

Fran (1) och (2) fér vi att 47a’*h = —8A = mab’, vilket ger att 4a*> = b*. Alltsd ir b = 2a
(eftersom bade a och b ir positiva). Detta insatt i bivillkoret (3) ger2/a> = 1,dvs. a = V2.

Minimal area ir dirmed 7 - V2 - 22 = 4r.
OJ

Svar: 4rx
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9. a) Beridkna integralerna

dxd
JJ XY en JJ e~ gy dy
p, (x2 4+ yH1/7 D>

dir D; = {(x,»): x>+ < 1,x>0,y >0} och D, = {(x,y): x>+ y*>1,x >
0,y >0}. (2p)

b) Bestim om integralen
e~ (YY)
JJD<x2+-y2vf7dXdy’
dir D = {(x,y): x >0,y > 0}, konvergerar eller divergerar. Motivera ditt svar.
2p)

Losning. a) Integralerna berdknar vi med polira koordinater,
_dxdy _ ”/zdg lﬂ=f 1r5/7dr=f[ﬂ]l=7_ﬂ’
p, (X2 + y2)1/7 o o r¥7 2 ), 2012/710 24

/2 ) 0
JJ e dx dy = J do J e rdr=1 [ —%e"z ] =2t
D, 0 | 2 1 4

b) Integralen ér generaliserad eftersom bade integrationsomradet D dr obegriansat och
integranden &r obegrinsad néra (x, y) = (0, 0). Darfor skriver vi integralen som

e~ (YY) e~ (YY) o~ (P+y%)
——————dxdy = ————dxdy+ ———dxd *
JLN#+ﬁW7 g JL&#+#W7 g ”mwuwwﬂ o
ddr integrationsomradet D, for den forsta integralen i hogerledet innehaller integran-
dens singularitet medan den andra integralen har ett obegrinsat integrationsomrade D,.

I omradet D giller att e " antar sitt storsta virde i (0, 0), dvs. e " < =00 =
1 och vi har dérfor att

e 1

< .
(X2 + y)I/T = (x2 + y2)I/7

J’J dx dy
b G2 )7

ar konvergent enligt deluppgift a sa ger jimforelsekriteriet att integralen

J’J —(x2+y?)
———dxdy
p, (X2 +yH1/7

Eftersom integralen

ar konvergent.
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P4 omridet D, antar 1/(x*+ y*)'/7 sitt storsta virde pa kvartscirkeln dir x> 4 y? = 1,
dvs. 1/(x> + y*)'/7 < 1/1Y7 = 1. Vi har ddrmed att

22
e Y

(xz + y2)1/7 -

JJ e~ dx dy
D,

ar konvergent enligt deluppgift a visar jimforelsekriteriet att integralen
JJ o~ (P +y?) ed
————dx
b, G247 T
Vi har nu visat att bada integralerna i hogerledet av (x) dr konvergenta och detta visar

att dven
J J (%)
——dxdy
b (24 Y)Y

—x2_y?

och eftersom integralen

ocksa dr konvergent.

ar konvergent.

Svar:
a) 7m/24 respektive (z/4)e™!
b) konvergent




