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SE1025, FEM for ingenjorstillampningar (6 hp)

— fortsattningskurs i hallfasthetslara —

Mal: att lara sig grunderna for Finita ElementMetoden
(FEM) och att kunna anvanda FEM som ett ana-
lysverktyg I ingenjorstillampningar.

Kursupplagg

17 Foreslasningar (teori, problemldsn. & fallstudier)

Jonas Faleskog (kursansvarig/examinator)

8 Ovningar (problemlésning i 3 parallella grupper)
Rickard Shen  Rami Mansour Michal Sedlak

2 Obligatoriska datorlaborationer (3+1 tillfallen/lab)

Hui Huang  Andrii Grytsan

— problemldsning m.h.a. finita elementprogrammet
ANSYS (studentversion kan erhallas fran KTHB)

— halls i datorsalen Glader, M-byggnaden

— utfdrs 1 grupper om 2 till 3 teknologer

3 Hemuppgifter (HEML1, 1.5 hp)
— utfors i grupper om 2 till 3 teknologer
— ger bonuspoang vid den skriftliga tentamen

— godkand tentamen ger med automatik G pa HEM1
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Literatur
e Grundlaggande hallfasthetslara (2005) av H. Lundh

¢ The finite element method—A practical course (2003)
av GR. Liu & S.S. Quek (tillganglig som E-bok via KTHB:s
hemsida, kan kdpas via nétet for ca: 662 SEK)

e Exempelsamling i FEM for ingenjorstillampn. (Jan., 2010)
av Jonas Faleskog

=> Ett kurspaket innehallande:

1. Exempel 1 FEM for ingenjorstillampningar
2. OH-material till forelasningarna (aven pa kurshemsidan)

kan kdpas pa hallfasthetslaras expedition, Osquars backe 1
(plan 2), pris: 100 kr. (Ma-Fr: 12:30-15:00)

Kurshemsida:
https://www.kth.se/social/course/SE1025/

Hemuppgifter
Instruktioner till datorlaborationerna

OH-material till féreldsningarna

Matlabprogram: fjader/stang strukturer
endimensionella balkstrukturer
Ramverk av balk/stangelement

Gamla tentamina
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Finita ElementMetoden (FEM)

e Manga fysikaliska fenomen i ingenjor/vetenskapliga sammanhang
kan modelleras mha partiella differentialekvationer (PDE). Dessa
ar i1 allmanhet omojliga att 16sa mha klassiska analytiska metoder

Stationar varmeledning i 2D (skalart faltproblem: T)

[ Primg Variape \

: T —
Ox» Cy PDE: V (DVT)+s =0 TemperatUr
D = [kxx kxy]
kyx kyy

Linjar elasticitet 1 2D (vektor faltproblem: uy & uy )

f_\pr- .
Im&rq

<
I
2o P>

T .
PDE: V<(DVU)+b =0 . “'dVarigpe,
STTTS forSkJUtningar
tx, ty _@_ r n —_ uX
OX 0 1v O u = U
E Y
ay 1-v 00 1_V_ b = KX
Rl L 2] 7k
8y 0Ox| - )

Andra exampel: Diffusion, Stromming, Electromagnetism, etc.

e FEM ar en numerisk metod for att approximativt I0sa en PDE,
som resulterar i ett linjart (olinjart) ekvationssystem med dis-
Kreta varden av primara variabler som obekanta, vilket 16ses
numeriskt mha en dator.
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FEM—grundlaggande idé!

e Soliden/strukturen delas in i sk. finita element (diskretisering), kopp-
lade till noder. Dérefter tas en approximativ 16sning fram for varje
element (ofta baserad pa linjara/kvadratiska funktioner).

e Den “diskretiserade soliden/strukturen” bildar ett sk. finita element-
nat (mesh) och processen att gora natet kallas natgenering.

Exampel: plat med circulart hal D —
utsatt for enaxlig dragning.
Noder

g Element

! .
‘ ‘ . ™

Finitaﬁ elemenfnét

| e~

Ly
| - ; o T

Forfinat Finita elementnat

e Den approximativa losningen i varje element uttrycks mha den/de
primara variabelns/variablernas nodvéarden, som erhalls genom
|0sning av ekvationssystemet. Noggrannheten beror av elementens
storlek och valet av approximationsfunktioner.

e Ekvationssystemet (FEM-Ekv.) kan formuleras genom att PDE:n
(stark form) skrivs om pa en integralform (svag form).

e FOr linjarelastiska problem ger Virtuella arbetets princip direkt den
svaga formen!
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FEM i praktiken

e Anvands rutinmassigt i industrin for att analysera strukturer, meka-
niska, termiska, elektriska och kemiska system osv. med avseende pa
dimensionering (konstruktion) och prestanda.

e FEM i konstruktionsprocessen for ingenjorssystem:

Konstruktionskoncept
Definera problemet, samla information, |<———
generera konceptet, och utvardera konceptet

Modellering
Fysikalisk&® matematisk& numeriska:
driftméssiga, ekonomiska aspekter, ...

Simulering
Experimentella, analytiska,
, *
och numeriska metoder

Analys
Utvardering och postprocessincj'c

av resultat, ...

virtuell prototyptillverkning

(Konstruktion/dimensionering>
(P rototypt|i liverkning )

< Pr0\|/ning )

CTiIIve|rkning>

* Valj ett FEM-program, dar FEM-Ekv. for det fysikaliska fenomen

som skall modelleras finns implementerad. Exempel pa komersi-
ella program: ANSYS, ABAQUS, NASTRAN, ...

—15(13) —
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EXx.: Stora system analyserade med FEM

it Fin:AFHng M,
Jas Gripen
militéart flygplan (SAAB)

£

L

¥ ."

t 551'-‘_' :
- 1

-_' =
e
g i
T Wing PV Fitdag, M,
. Elavon

" 4 q;;ﬁ:‘f_ _,v‘-‘li-':‘;.fj o -."l‘::._‘i'*.q".

Av: H. Ansell (1998), Mekanisten 1998:3

Krocksimuleringar av en personbil

(d) =100 ms

Av: Z.Q. Cheng (2001), Finite Elem. Anal. Design 37.
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mer exempel — 1 vetenskap ...
Mikromekanisk 3D FEM analys pa mikroskala

— | syfe att utveckla brottmekaniska modeller for stal
(I. Barsoum, J. Faleskog and M. Stec, KTH Solid Mechanics, 2008)
L |

Deformerat nat av sk. klyvplan

Deformerat nat som visar iso-
konturer av effektivspanning

l. Klyvbrott: visar en
microspricka som vaxer
dver en korngrans

svag punkt
I materialet

[1. Duktilt brott genom tillvaxt
och sammanvaxning

av mikrohal

Deformrat FEMnat

visande isokonturer

av plastisk tojnin .
P ining £

Odeformerat
FEMnat

sfariskt — S8 \/»
hal
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FEM—nhistoriskt perspektiv

1943

Tidig variant av metoden formulerades av matematikern Richard
Courant, men uppméarksammades aldrig av ingenjorer.

1950-talet

Metoden utvecklas och anvands praktiskt i datorberdkningar i mit-
ten av 50-talet av flygingenjorer:
M.J. Turner, R.W. Clough, H.C. Martin, L.J. Topp
(Boing and Bell Aerospace), USA,
och
av J.H. Argyris, S. Kelsey (Rolls Royce), UK.

1960-talet och senare:

Teoretisk grund for FEM tas fram och matematiker borjar studera
olika aspekter av FEM, konvergens, noggrannhet, etc.

Utveckling av mjukvara fér FEM paborjas:

E. Wilson (freeware), D. MacNeal at NASA (generellt pro-
gram kant som NASTRAN), J. Swanson vid Westinghouse
(utvecklare av ANSYS), J. Hallquist vid Livermore Nat. Lab.
(LS-DYNA), ABAQUS utvecklas av HKS (1978), och
manga manga fler ...

Utveckling & forskning idag:

Olika aspekter av olinjdra problem, avancerade materialmodeller,
modellering av brott, modellering av topologi (automatisk nét-
generering), multi-fysik (koppling av olika fysikaliska feno-
men, t.ex. vaxelverkan strdomning/struktur), osv ...

Men, den stora spridningen bland ingenjdrer och vetenskapsman hade
aldrig varit mojlig utan den exponentiella 6kningen av datorkraft och
den annu stérre minskningen av kostnaden for datorkraft!
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Kursens innehall
1. Energimetoder (~ 3 F6., 1 Ovn. & HU1)

» Grundldaggande koncept

« Analys av statiskt obestimda ‘ IRERT)
problem l

« Formulering for analys med _ oW i
numeriska metoder 0 = oF

2. Finita ElementMetoden EEM (~ 14 Fo6., 7 Ovn.,
2 lab. & HU2, HU3)

 Formulering av FEM-ekvationer )
for hallf- och termiska problem , Fackverk (stanger)

-

» Approximativa ansatser for stanger,
balkar, 2D- och 3D solider

* Matrisformulering—lamplig for S& X
datoranalys

* Problemldsning med industriell
FEM-programvara

Linjara ekva-
tionssystem

2D-solid
\ (kontinuum)
kll e o0 kln u1 Pl
= = Ku-=P

knl T ¢ u P
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Elastiskt lagrad energi—Fleraxliga tillstand

Spanningsmatrisen anger
spanningstillstandet i en
materiell punkt

O' O'Xy O'

\r > 7 xy 9yy Oyz
o
P Oxy 7 e %yz Onz

Normaltojningar (volymandring):

IAV /l//\\/,,————\\\
/ : /// 8“ = 8\—V\\ e = 8—\N
AX_ | Au |
v
X AU Skjuvti)'jningar (vinkelandring-formand.)
AU T T T T
fa,,fﬂr?}Av Y _ ov_ ou~, _ OW ,  du
' \yXy__+_ yXZ__+_
[ [ N ox 0y 7 oX 0z
Ayl —|L g - _ -
I == — _a_\.l_v+_a_\_/
L _ -~ TAv Tyz oy 0z
AX

Elastisk tojningsenergi / volymsenhet:

W' = J.(axxdaxx + O'yydsyy + o, de, +

+ O-xydyxy + O-xzdyxz + O-ydeyz)
For ett linjart elastiskt material galler att:
) =W’

( OxxCxx nygyy T 0,8, nyyxy + Oxz¥y; + O-yzyyz
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Deformation av en Stang

Laster & snittstorheter
normalkraft

kraft -
Ky(X) > Jolymenfiet v normalspanning
N = oA
— &> | —>
u(x)

— =X i
< Tvarsnitt: A(x) area
forskjutning Material: E(x) elasticitetsmodul
Deformation

dx
Odeformerad
X u
|
Deformerad —=—— —
dx+du
T4jning: g = (dx+du)—dx _ du _ u (1)
(Kompatibilitet) dx dx
. Hook
Konstitutiv EKv.: N = cA = { (io ° } = EAe = EAU" (2
(Hookes lag) c = Ee
Jamvikt: dN +AK, =0 (3
dx X
, o d o ,du _
Ekv. (2) & (3) ger stangekvationen: deA Tx +AK, =0

=> l6sningen till diff. ekv. ger u(x)
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Deformation av en Balk

Laster & snittstorheter
kraft / langdenhet

Q(X)
25» ( W(X) /%i Tvarsnitt
y :

> »
Z _~Tyngd
I\/Iaterlal. E(X) ‘/ M yng g:nlit )
(Elasticitetsmodulen ) :IZ B
y A
Deformation A = IdA | = IZZdA
A A
Deformerad\
medellinje__ (\ PosmvtOJnlng
C@%formerad ]
medellinje “Negati
egativ
Renodla! for fallet att N = 0 & M,, = 0 erhalls: tojning™
T4jning: g = L= [ —W j-zz—w"z (1)
- R 2 3/2
(Kompatibilitet) (1+(w)%)

Konstitutiv EKv.. M = szdA = IzE(—w"z)dA = —Elw" (2)
(Hookes lag)

A A
Jamvikt: dM _ at _ _ 3
- dx T ax ~ | )
d* [ d°w
Ekv. (2) & (3) ger elastiska linjens ekv. ZLEI—ZJ q=20
dx dx

=> |0sningen till diff. ekv. ger w(x)
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Elastisk energi lagrad i en stang/balk

AZ fw(x)

Jx a0k g A" N NGO M ()

JM(X)

Om bara normaltdjningar beaktas (normalkraft & moment):

Konstitutiva samband: N

EAU’
M = —-Elw"

2 2

W= J(Sents Gonfox = [(3g + gy)ox = @
L

L

Om aven skjuvtojningar beaktas (tvarkraft & vridmoment):

2 2 2 M2
N M T
W= W= I{ZEA+2EI *BoGa” ZGK}dX
L
AZ 3 3
y o, b g :b_h_@
Ih = 3% B=12 K= 20
- b |
AZ
Ay | _mabd o 10 « - mab’
b#k/ y 4 9 a2+b2
a
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Forelasning 2
Rep. Deformationsarbete—Elastisk Energi

““Nar en elastisk solid deformeras av yttre krafter utfors
ett visst arbete. Detta arbete lagras i materialet i form
av elastisk energi”

Exempel: linjart elastiskt material
| en materiell punkt:

Enaxligt, o = Ez o Eg
\o W' = |ode =

L 4 2

- 2

W’ — . o

W' = |edo = —=

L 4 2E

< harar W' = W' = 568
Fleraxligt, aj; = Cjj&q
I — \\!' — 1
W' = W' = E(G c +Gy8y+0 e +TxyyXy+TXZyXZ+TyZyyZ)

FoOr elastiska material galler generellt i en punkt:

iat: _ dw’ _ dw’
Enaxligt: o= e = o
Fleraxligt: o, = e, £jj 50,
Hela soliden:
Elastisk energi: W = jW’dV

Komplementéar Elastisk Energi: W = ]Z\/_V’dv
Vv

—2.1(5) —
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Summering—Diskreta system

System med diskreta frihetsgrader

Arbete = Z Q,q;
=1
AP, S
.6
[P-8] = [Nm]
[M-8] = [Nm]
Linjért elastiska material
n n
Flexibilitetsform: d; = " o;;Q;|[Styvhetsform: Q; =" kj;q;
j=1 j=1

Maxwells reciprocitetssats: Ojj = O och kij = kji

( ojj och kj; &r alltsa koefficienter i symmetriska matriser!)

Elastisk energi: W = ZZZq' !
Castiglianos 1:a sats: %\/ = Q;
i

Komplementar elastisk energi: W = ZZZQ
i

Ilj

oW

igli 2: : = Q;
Castiglianos 2:a sats 2Q, d;

—22(5) —
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FYSIKALISK TOLKNING AV

MAXWELL’S RECIPROCITETSSATS

Oi: = O kij = kji

Ug u
41.. - -2----‘——11 [uj-] ) [all alz] [P]]
u Olpq O P
P,V P, 2 21 Y221 |72

Studera de tva fallen:

P]_:O&PZ:PO PlzPo&PZZO
up = a,Pg u, = u, U, = ayPg
O~ 1 _..---=X eftersom JllLJL
04 = o
lpo 12 21 Po

OBS! koefficienten oy; bestammer kraften P;:s
influens (inverkan) pa forskjutnlngen Uj

Alternativt
Flexibiliteten 1 forskjutningen u;:s riktning
for en kraft P; bestamms av koefficienten o;

o kallas bade influenskoefficient
och flexibilitetskoefficient

—23(5) —
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Statiskt obestdmda problem (minsta arbetets princip)

P
* _O
LA
P Jamvikt:
&RA ¢ fRB f:RA+RB—P:0

‘A -M, +PL-Rg3L = 0

=> 3 obekanta — 2 ymv. Ekv. = 1 statiskt obestamd, t.ex Rg
LOsning:
ng * 5

}Re 44, = 0 (enligt randvillkor)

= 0 = Ekvation for bestamning av Ry
ORg

Generalisering—godtycklig inre snittstorhet!
snitta vid X:

REEYY S°

- oW, - I
W\((P,R) =90, = — WhH(P,R)= 06, = =
OR

OR
men kompatibilitet kraver att 8, = =5, < 8,+6,, = 0

8+8_8V_V|+8W||_aw W _ 0 _
=0ton = Fr* R T Rt WID = g =0

Alltsa: glli\\’/ = 0 = Ekvation for bestamning av R

—24(5) —
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Minsta arbetets princip generellt

Lat Qq, ..., Qp vara n st. yttre krafter och

Ry, ..., Ry, Vara m st. statiskt obestamda storheter.

=W = W(Q,,.... Q,;Ry, ... R,

da galler

oW

oR, =0, k=1,....m = mst Ekv. forde

obekanta Ry, ..., Ry,

Losningen erhalls pa formen: R, = R (Qy, ..., Q,)

Tillampning av Castiglianos 2:a sats ger sedan:
0

V/2R|+8V_V _ oW

e = an Z 0Q, 0Q,  0Q,

=1 R, = konstant

— 2.5(5) —
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Forelasning 3 & 4
Matrisformulerad Solidmekanik

n

Q2 Styvhetsformulering %" k;;0; = Q;

j=1
Qn K11 Kin 41 Qq
SYM. *°
| knn_ _qn_ _Qn_
K q Q

Hur valjs antalet forskjutningsfrihetsgrader (qq, ..., d,,)
och hur bestams styvhetsmatrisen K?

1. Dela in strukturen i element

2. Anvand exakta eller approximativa metoder for att beskriva
tillstandet i ett element

3. Tillstandet i ett element kan beskrivas med ett fatal forskjut-
ningsparametrar (frihetsgrader, D.O.F.)

Exempel:
riader 1D.OF F s
— 0
styvhet
-
Stang L 1DO.F %N N ::@:5
—= 0 \_L,'

—3.1(12) —
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Solider — Strukturer

Fackverk

led

Stang-
element

Ramverk bojstyvt
horn
Balk-
5 element

Yp

2- och 3-dimensionella solider

Spanningsvektor

Lw %Spanningsmatris
t = 5n
5\Normalvektor

2D och 3D
kontinuumelement

—3.2(12) —



FEM for Ingenjorstillampningar, VT2012 / J.Faleskog

Ett element i planet (2D)

Lokalt koordinatsyst. {x,y} —> Globalt koordinatsyst. {X,Y}

Xo, Y
| % % fa f, = —f; = k(u,—uy)
Py |

f\le;

Y, =Y
A o 2 x4 H i H
1 1u -f—A—-XZ_—Xl Sk k] uy f,
1,1 Vv H_J HK_J
ke de fe

s - . u2
Forskjutningar: /
\ . | D2\ Givet sz och D2Y,

\ bestdm u,

N N\
\ 4 2y COS Pyy
{ D,y COS Py

= Uy, = D,y C0S @,y + D,y COS @,y
u, bestdms pa samma satt!

\(\7 “Riktnings-
Uy = D;yCOS@,y + Dy COS @y vinklar™

p—
{Uz = D,y cosg,y + D,y Cos g,y

a2, 2
dar I,+my, =1

dar cosg,y = (X=X /I, = 1y, } “Riktningscosiner”

e = «/(Xz - X1)2 + (Y, - Y1)2

—3.3(12) —
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_ Dyx
Matrisform: ol |l,my, 00 D,y
Uz 0 0 I myy Doy
& 1 "~ [Day
. T P2y
Transformations- D,
matris )S
Nodkrafter: (4 D.O.F
Foy f,  Uttryck elementets axialkraft f,
I komponenter i det globala
py {X5, Yy} F,x  koordinatsystemet (projicera f,
X pa koordinataxlarna).
{sz = fycosdyx = folyy
Foy = 10084y = Tomy,
Fix l, O
Matrisform:  |Fiy| _ |[M2 O f;
Faox 0 1y f)
\ﬁ/_J
Foy| 0 myyl f,
%/_J AN ~ J
Fo -I-T

— 3.4(12) —
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Sammanfattning: lokal—>global transformation

Elementstyvhetsmatris i
lokalt koordinatsystem

d, = TD,
}:fe = k,TD, T
fo = Kedg r—>F, = T k,T D,
T %/_J
F.=Tf, C K
) Elementstyvhetsmatris i
globalt koordinatsystem
f—
dar K, = My 0k —k|lizmp O O
0 my,
a a _ |2 [,,m _
=K, = I{_a a} dir a = 12 12212
oMy My
Symmetrisk
matris!

— 3.5(12) —
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Alternativ form for plant problem (2D)

i : l,, = cosg,y = COsSp = C
Dox -
My, = COS@P,y = cos(i—(p) =
= sing =S
- X
T = {c sO0 O}
1 -1 00cs
K, =
.. a
Global elementstyvhetsmatris i planet: ) !/ )
_ - /’2_ N\ 2
c 0 i C cs:—c —CS
T'kT =[50kl L -1jcs 00 _ Qcs SZII—CS—SZ
° Oc| |-1 1][00cs o2 Tes 2 s
0s 2 2
. —CS —S~ CS S

Global elementstyvhetsmatris kan &ven hérledas med energimetod

Elastisk energi:

k 2k 7
W = é(uz‘u1) = 5[ (CDyx +8Dyy) = (€Dyx +SDqy) |

Uy

Uy

Castiglianos 1:a sats ger nodernas kraftkomponenter enligt:

I:1X

OW/D1x) ¢® cs —¢” —cs| |Dix Fix
6W /D,y 2 2l |D F
|, K| CS S —Cs-s 1yl — |y
OW/ Do —¢® —cs ¢ cs| |Pax Fax
oW/ 0D,y | _cs -2 o5 S _D2Y_ _F2Y_
N — — - %K_J %/_J
Ke De Fe

— 3.6(12) —
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Ett element i rymden (3D)
Lokalt koordinatsyst. {x,y,z}—> Globalt koordinatsyst. {X,Y,Z}

Forskjutningar:

Z /
Y X2 Yza%

X 0 “Riktnings-
(X Y0 Z,) Dy vinklar”’
Dix (\/V/w
:{Ul = Dyxcosg,y + DyyCOS@,\ + D;,C08P,
U, = D,y COsd,y + D, cosd, +D,,C08p, -
dar cosgyy = (X3=X1)/le = 13 | “Riktnings-
cos gy = (Y,-Y)/l, = my, L cosiner”
L2 2 2
COSdyy = (£;=29)/1g = nyy | dar Iy, +myy + Ny, = 1

2 2 2 L
= A/(Xz_xl) +(Yo=Yy) +(£,-2Z7) D,y
_ Dyy
Matrisform: u| l,m,n, 0 0 0| |Dy,
U 0 0 0 I, myng, Doy
%K_J - v P D2Y
d, T

Transformations- _DZZ_

matris D

G5or)-

—3.7(12) —
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Nodkrafter:

Foz (Fox = 10080, = Tl
= 1 Foy = 1,084,y = Tomy,
(Faz = fyc08¢,; = o0y,
F1ix I, 0
Fiy my 0O
: F n 0 f
X Matrisform: | 4| = | 1 !
Faox 0 I >
HK_J
Fay 0 myg, f,
Foy| 0 Ny
Hf_J - VT _J
Fe T
Sammanfattning: lokal—>global transformation i 3D
Elementstyvhetsmatris |
d, = TD, lokalt koordinatsystem
}:>fe = k., TD, T
fo = Ked, =>F, = T k,T D,
T HK_J
F.=Tf K
€ € e
’ CI;Iementstyvhetsmatris i

globalt koordinatsystem

—
Dar

I, 1omy, lipng,

- T — a —a da - 2

= = ar a =
Ke = Tk T _ l{_a a} lj,m, My, MmNy,
symmetns_ks‘ >

matris: RPUPRIUPUIPENUTE
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Ekvationsnumrering

 Totala antalet ekvationer (= frihetsgrader) &r lika med

totala antalet noder
\f I modellen
« Numerisk analys kraver systematisk numrering av Ekv.
(t.ex. for hantering randvillkor osv.)

[D.O.F. per nod] x N

« Assemblering av styvhetsmatrisen och lastvektor kraver
dessutom samband mellan lokal och global numrering av
frihetsgraderna

= Bokforingsproblem!

EX. 2-nodselement, 3 D.O.F. per nod

Z
| Doz
XY globala D3y

> Doy nodnummer -»
D D3j.1
12 2X D5,
33-2
1 D1y |
D1x Globalt
Lokalt D32
Frihetsgrader Ekv. nummer

Lokal Global (ex. I=1 & J=8)

D1x D32 1

D1y D31 2

D1z D3 3

Dox D30 22

Doy D3j.1 23
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EX. 2-nodselement, 2 D.O.F. per nod

Y
X Doy globala D2;

2 nodnummer-»| J
> D,y D2j-1
DlY D2|
1 Dy | D11
Lokalt Globalt

Ex.: plant fackverk (stang alternativt fjaderelement)

1 3 5
B> (D— (6——10—07 13 element

8 noder => 16 D.O.F.

=5
1 global nr.
lokal nr.
Frihetsgrader Ekv. nummer J=8
Lokal Global (ex. I=5 & J=8) 2
D1x Do) 9
D1y Dy, 10
Dox D231 15
Doy D»; 16

Randvillkor: D; = D3 = D, = 0 (Fy, F3och F,4 reaktionskrafter)
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Assembleringsalgoritm

D,y = Dy;

Lokal — Global numrering

Dox = Dy

D1y = Dy,

Nod
1->1

Assemblering: elementstyvhetsmatriserna adderas
till globala styvhetsmatrisen

i-_kll klzl :k13 k14-i | BB | =\

1Koy KogdiKog Koyl 1 "I
ke :Ir-====-J||I:====:|I Emmd hmmd

1 k3l k32' |k33 341

1 I | K =

| Kz KadKaa Ky YT

el
Algoritm:

for e=1-nN, - -
Berakna elementstyvhetsmatrisen kg

Ekv(1) = 21-1

Ekv(2) = 2I Ekvationsnummer bestams

Ekv(3) = 2J-1 av elementens nodnummer

Ekv(4) = 2 addera ki till K

for i=154
for j=1-514

K( Ekv(i), Ekv(j) ) = K(Ekv(i), Ekv(j) )+ Kq(i, ])
end
end
rad
end kolumn

Se Matlabprogrammen: spring2D & truss2D under kurshemsidan!
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Sammanfattning: fackverksexempel

ﬂ

2

0000 z -
o > 0 \/11—1—1
Ko = 5 - kl1 1 -1-1
20000 20111 1
0-20 2 L1 1

Ekv.: (1) (2) (3) (4)

Ekv.: (3) (4) (5) (6)

Randvillkor: D;=D,=Ds=Dg=0; F3=0, F4,= —P

- 101} (R,
Ekvations 000 0j00 D.| 'le——0kanda
. 02 0-2,0 0P2=IR,|
ystem L
klo o1 —1-1[Ds)”Z (0 __
210211 3 -1-1|lp,| ||-P Kanda
00 -1 1 1||5; ¥
00RL-11 1 s
L !lp 6
AN

Berakningssteg:

1. Berdkna elementstyvhetsmatriser och
assemblera den globala styvhetsmatrisen

2. L0Os ut de okanda forskjutningarna (Ekv. 3, 4) => D3, D,

AR HIEEEEER

3. Berékna de okanda reaktionskrafterna (Ekv. 1, 2, 5, 6)
Ekv. (2): R, = k/2(2D,-2D,) = P
Ekv. (5): Rg = k/2(-D3-D,+D;+Dg) = 0
Ekv. (6): =>Rg5 =0
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Forelasning 5,6 & 7
Introduktion till approximativa losningsmetoder
Inom solidmekaniken

1. Virtuella arbetets princip (VAP)

2. Approximativa metoder baserade pa VAP

3. Generell metod for harledning av FEM-EK.
baserad pa svag form (en generalisering av

VAP, som kan tillampas pa PDE i allmanhet)

4. Procedur for FEM-analys applicerad pa enax-
liga problem (stanger och plana fackverk)
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Virtuella arbetets princip

vid jamvikt galler att ~ sA® = Al

yttre krafters J L Inre krafters
virtuella arbete virtuella arbete

“Nodvandigt och tillrackligt villkor for jamvikt”

Enaxlig tilldmpning (stang):

K,(X) kraft/vol.enhet

- > > > > > — —»X
X=Xq omU(X) X=X,

Jamvikt; OI—N+AK =0 Kompatibilitet: ¢ = du
- dx X ' dx

Infor en godtycklig forskjutningsandring du(x) fran jamviktslaget
med den kompatibla téjningsandringen d& = dou / dx

u(x) + du(x) maste uppfylla geometriska randvillkor och tvang,
allsta maste Su(x) = 0 dar u(x) ar féreskriven

Yitre krafter {N{, N, & K, } utfor da arbetet SA) enligt

X2
SA® = N,su(x,) + Ny (=Bu(x,)) +j SUK A dx
X1

X X2 g X2rdN dau
C[NSU]Xi = jx INsuldx = | [
1

. &SU-I-NWJCIX
) _ 2/ dN X2 <
=5A" = | (——+KXA)6udx+j N Sedx S¢
X1 \dX X1
= 0 ty jamvikt! oA
2. a8 _ (2 (i)
Alltsd: 5A :j GoeAdX = j e dV = SA
X1 “ inre virtuellt arbete
Vv

volymsenhet
OBS! inga antaganden for materialet har gjorts!
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Illustration av virtuell forskjutning i VAP

Exempel: Stang som rotaterar med en konstant vinkelhastighet o

% Lasten (centrifugalkraft) mod-

L. 0 elleras som en volymkraft
e P 2
- Ky = po X
|
Jamvikt: 9 6A)+KA =0 2,2
ax(OA) Ky S o) = %(1_@2)
R.V.. o(x=1L) =0
A (11 77
. Inre
K o(X)
“Yttre™ pm—(zxi ’—\‘ /—i\“ bwll2/2
: > X
L
Kompatibilitet: dU _ . - & 2,3
I RCRl )
1" CE g = oo
R.V.. ux =0) =

Studera forskjutningsvariation ou(x) (virtuell forskjutning),
kring u(x), givensom  8u = asin(Brnx/L), «a,B>0

= 0¢ = gEﬁccos(ﬁnx/L)

Inre virtuellt arbete:

) L .
sA = [ 3e00o()Ady = .. = Asz@Za(S'”B“‘E"COSB“)
0 B T
Yttre (externt) virtuellt arbete:
L i -
A = [ UK (X)AdX = ... = AL% 2o SINBT EWCOSB“)
0 Bn

Alltsd, SAD = §A®), oberoende av o och B i enlighet med VAP
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Approximativ l6sningsmetod
baserad pa Virtuella Arbetets Princip

Allmanna egenskaper for lI6sningar:

(i) Kompatibilitet och material samband kommer att
uppfyllas i varje materiell punkt!

(i1) Jamvikt kommer inte att uppfyllas i varje
materiell punkt, utan i “medeltal”!

Berakningssteg (stangexempel):

1. Vélj en approximativ ansats (trial function), u(x), for for-
skjutningen.

Krav: u(x) maste uppfylla kinematiska (geometriska)
randvillkor & tvang.

En relativt allman ansats ar:;
Okanda koefficienter

n som skall bestammas

009 = 900+ 3 ()
j=1
Uppfyller kinematiskg “Basfunktioner’ som antar vardet
R.V. & tvang noll vid rander med forskjutnings-R.V.

2. Bestam o; m.h.a. Virtuella Arbetets Princip (VAP). Ett lampligt
val av virtuell forskjutning (test function) Su(x) ar darfor:

n
Su(x) = zBi¢i(X) ., B; godtyckliga koefficienter
i=1

n

= 5g(X) = 3—5 = Z B;¢':i(x) (kompatibel virtuell tojning)

=1
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Inre virtuellt arbete

. X
(i) _ 2 - _ ) _pdul _
SA' = leag(x)o(x)Adx = {c = de} =

Z B; [j o’ EA[ d'o(x) + Zn:ajq)'j(x)de]

i=1 j=1
Yttre (externt) virtuellt arbete
(e) _ X (2 _
AT = [8UCON],’ + j SU()K (x)Adx =
X

ZB[M] +j 6;K <x)Adx}

i=1

Tillimpa VAP, d.vs. att A" = 5A® skall vara uppfyllt for ett
godtyckligt val av ;. Detta ger oss ett system av n ekvationer for de

n obekanta koefficienterna Q.

IX2¢'iEA[¢'o(X) + 3 ajd)'j(x)}dx = [¢iN]§j+IX2¢iKX(x)AdX

j=1 .
I1=1,...,n

Omskrivet pa matrisform

= = |6s m.a.p. a
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Enaxligt exempel: axialbelastad stang

En linjarelastisk stang (E) belastas av egentyngden
K, = pg. Bestdm forskjutningen i stangen med

approximativ metod baserad pa virtuella arbetets
i princip (V.A.P.)

Randvillkor: u(x=0) =0 & u(x=L) =

«
>MY -
>

(i = [ “2 [ (e)
VAP:  SAY = [ "secAdx = [N3ul, +[ SuKAdx = 5A
X Xq

~ 2
Approximativ ansats: u(x) = cq+ le + Cz(f)

RV:u@) =ul)=0 = ¢4=0, c2 = —Cq
Alltsd: U(x) = C1|_( L) = s(x) = = C—Ll(l—zf)

Val av funktion for variationen su (maste satisfiera kinematiska R.V.):

(i)8u:dE(1—§:8 dS“— (1 2L)

Hookes lag: ¢ = E ;(x) = E dﬂdx& OBS! ansatsen kommer in har!
L6sning:

. X X
SA jx158csAdx leLl 27 JEZ(1-27)Adx = dZ ey
X
A® = 0+ 2df(l—f)pgA dx = qR9AL
o L 6

(i) _ sa®) (E_A _QQAL) _ _ pgL
oA 0A " =d 3LC1 5 0=cy

2
= u(x) = p—ngLf(l—@ Exakt l16sning i detta fall!
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Harledning av FEM-Ekvationer

— Generell metod for fysikaliska problem som
kan beskrivas m.h.a. PDE

Stark form Svag form 4 FEM Ekv\
DE, PDE l | l integralform SIVITERY.
(ODE, ) (Integ ) (diskret ekv.-
— system)
Approximativa - /

ansatsfunktioner
(primara variabler)

Exempel: Stang (1D)

T primar variabel

T» u(x)

—> > > —»—»N:N(L):(Ac)|L

EQ)AM) K, (x)
|

0 = u(0)

I | > X - (AEu,)|L
0 L
Stark form:
: d/-,du _ )
O.D.E.: dx(EAdx) +KA =0 for O<x<L
Randvillkor: x = 0: u=ma (vasentligt)

X = L: AEu’ = N (naturligt)
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Svag form (integralform, aven variationsform):

1. Multiplicera O.D.E. och R.V. med en godtycklig viktfunktion,
v(X), och integrera éver stangens langd:

L
[ v(x)[%((EAg—)lD ¥ KXAde =0 (1a)

0
~ | voo(N-AEW)I|, | = 0 (1b)
.Lamplig restriktion pa v(x) vélj v(0) = 0 (1¢)

2. Partialintegrera 1:a termen i (1a), d.v.s. sdnk u™” till u”:
L L
d (2 a0U)\ Ty = du-_ pdv(,du
:jv(x)[dX(EAdxﬂdx = [v(x)EAdXJO— dX(EAdX)dx
0 0

Insatt i (1a) ger

- L
dv_du _ , '
3 E g, Adx = V(EAU)| _ | —V(EAu )|x:O+IVKxAdX
° — " 0
= N (1b) = 0 (L)

Svag form, definition: Finn u(x) bland alla tillatna funktioner
som satisfierar u(0) = o, sa att

—E—Adx -

dx dx (VN)!X:LJfJVKXAdx =0  for godtyckligt

0 v(X) med v(0) =0

L L
dv_du [

0

SVAG FORM <« STARK FORM
FYSIKALISK TOLKNING = VIRTUELLA ARBETETS PRINCIP
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FEM - Approximativ l0sning av svag form
Det diskreta FEM-ekvationssystemet resulterar efter val av
e Approximativ l6sningsansats u(x) (trial functions)
 Viktfunktion v(x) (test functions)

| FEM anvands styckvisa funktioner, giltiga i respektive “subdo-
man”, kallad element, som &r ihopkopplade via noder.

ex. styckvist linjara fkn.

. . nodvarden
0 pa—

nodef

e\eﬂ\e“t <"

u(x) och v(x) maste uppfylla kraven:
(i) Kontinuitet over elementgranser,

(i1) Fullstandighet (completeness), d.v.s. funktionerna sjélva
samt dess derivator upp till den hdgsta ordning som upp-
trader i den svaga formen maste kunna anta konstanta och
nollskilda varden.

Kraven (i) och (ii) &r nddvandiga villkor for konvergens, d.v.s. att

u(x)>u(x) dd 1,0

Exempel pa giltiga/inte giltiga ansatser i stangexemplet ovan:

u= CotCyx = U =c; = konst., d.v.s. OK!

i = cy+c,X° = ' = ¢,x = inte konst., d.v.s. INTE OK!
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Approximativa ansatsfunktioner
Formuleras m.h.a. formfunktioner, N, och nodvarden for den/de
primar/a variabeln/lerna.
En formfunktion, vanligtvis ett polynom, ar en funktion av
dimensionslds/a naturlig/a koordinat/er inom varje element.

Ex. enaxligt problem med linjar ansats

/ Formfunktionerca‘/ﬁ\
D%

:]\5 No.= ucg) = N, (E)uy + Ny (E)u,

Uy
5 < = IN; N = Nd
= 1S N e M e

For ett element med en ansatsfkn. av ett polynom av gradtal n,

behdvs n+ 1 noder, d.v.s. en nod for varje koefficient i polynomet,
n

vilket ger interpolationen:  u(¢) = Z N,u, = Nd
=1

Egenskaper hos afien. Or nod !
formfunktioner: '/ ?_Koord\natfo

: loml=1J
N = =
0 1(59) = O {O om |=J
n
(i) SN =1 (géller ej problem med rota-
=1 tionsfrinetsgrader, t.ex. balkar)
Viktfunktioner v(x):

Vélj styckvisa fkn. med samma elementvisa interpolation som
for u (Galerkins metod).

rﬂOdJ

Ex. enaxligt problem med linjar ansats

V(&) = Ny(E)B; + Np(&)B, = = [Ny N, [E 1] = NB,

2
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Globalt—Assemblering av alla n element

Nodnummer: 1 2 3 m-1 m
(@ @ s @) S s s ) S @)
Elementnummer: e es en
DOF = = = ol -
Dl D2 D3 Dm—l Dm

(forskjutnings-
frihetsgrader)

| X
Xl X2
[\ oA
Ansatsfkn. & viktfkn. . "] e
D, e, P1 | woe
u= NGD D2 . BZ
2
T..T D
V:NGB:BNG D = 3 B3 =B
CO?S! innehaller formfkn. Dim_1 A Brm_1
for alla element! D, " | P |

.
- = dN dN
Derivator:  du _ TG _ dv _ 725G _ (T T
ax ~ ax 0 - BaP dx ax -~ P Be
Insatt 1 den svaga formen ger FEM-ekvationen
X2 X2
X
B'| 1 [ Bg EBgAdx 1D —{[NGNy. + [ NGK Adx | = 0
X1 X1
\ _/
I —
K F
styvhetsmatris extern lastvektor

Global forskjutningsvektor
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Detta kan uttryckas som

_ekv. 1_

ekv. 2 m st. ekvationer
= [Bl B2 Bm} =0 for m st. obekanta!

ekv. m

Da B; ar godtyckliga, maste alla ekvationer vara lika med noll, alltsa:
[KD-F] =0 <« KD = F

| praktiken réknas K och F ut genom elementvis integration, d.v.s.

1 n
Xy Xy

K = IBTEAde+ L+ jBTEAde =

1 n
X1 X1
n n
LT

=y UOB EABIedi} = YK,

e=1 ° e=1

Punktkrafter verkande
Volymkrafter | noder infOrs har!

n

n
F=Y U;NTKXAledgL+ Fo= Y [Fyl, +F

e=1 e=1
Allts3,

K erhalls genom summering av alla elementstyvhetsmatriser

F erhalls genom summering av elementlaster plus punktkrafter
som angriper direkt i noderna.

Denna summeringsprocedur kallas assemblering.
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Summering: FEM-analys av stang (1D)

1. Diskretisering: dela in stangen i element & noder och
ansatt enkel forskjutningsapproximation i varje element!

element elast|C|tetsmoduI
areaﬁh ,\elementléngd

2. Ta fram elementmatriser, givet A, E, |, (konstanter):

form-
f funktioner Vﬁ'
~ _ Ul _
1 T/V]:]\g N =6 400 = [Ny N [uj - NG
L O _du_dyg = [21L
=0 2175 s =g m N, Le dee
}—» Uq, fl }—» U, f2 —’
B
_ (rT _EAl1 -1
ke = [B'EBAIE = 3 L J
!
E I: Al
= [NTK,AlLdE :{ i }: Ale | dp+d,/3
. Ky = Qg+ 018 2 |qo+24,/3
3. Assemblering: Styvhetsmatris & lastvektor
Vf\l\j ﬂe/ Punktkraft
_ _ unktkrafter
K= 2 Ke = Fo+Fs verkande i
e=1 e=1 noder

4. Los Ekv. Systemet: KD = F (infor R.\V.)

5. Utvardera resultatet (postprocessing): (t.ex. spanningar)
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Exempel. e o e g’

2
L
Exakt 16sning: u(x) = P_k E (10?@_%(92)
d_

P
G(x) = ——+qOL(1—E)
FEM I6sning (ett linjart element): _
) . K=k = E_A[]_ 1 Reaktions-
) ( I I ] kraft
o e i
= = AL%l1 = = |R
b 2 1 S P

Ekv. system (D, = 0)

] 2
B Al ] s ] | o | s Rt AL G L 2 PL doL
T % b = Eitae

[ |

[ ]

EA ALq
Ekv. (1) R = =5(-D,) - 20:—P—ALqO

Utvardera resultatet!

2
~ D dolL
_ 1 - qae Xy = PLX o- X
000 = [Ny N [Dj S0P T EAL T 2EL
S ot
Approxi-

=+ (gL -

A 10 )
q.L X Exakt " otiv

P+ 0 \ Lq

________ o(x) = E[B, B [51] _ E+ %
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Exempel resultat:

Forskjutning

5(0)-o(0)| =
5(0)

5(0)-5(0)| = 55 o
5(0)

5(0)-5(0)| = 1250
c(0)

Elementlangd ~ 1/N,

1
fel = 2N = log(fel) = —log(2) -1 x1log(N,)

“Linjar Iogarltmlsk” konvergens i spanning! — en slump?
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Hogre ordningens (stang)element i 1D

(se LQ sid. 87-88)

ontet med en Element

i \ele . ¢
iy positione? (d‘meng\OHS\os) | | —

Approximativ férskjutningsansats med polynom av gradtal n
(E) = ag+a&+...+a "

Uttryck m.h.a. nodforskjutningar di & tillhérande formfunktioner N;
FOr bestamning av de n + 1 koeff. a; kravs n + 1 noder

= U(E) = Ny(&)dy +... + N, ,(&)d, ., = Nd,

Formfunktioner har (1) N;(§p) = {(1) I :.j
| #
bl.a. egenskaperna: .

(se LQ sid. 41-52) (i) Ny+...+N ,, =1

Lagrangeinterpolation uppfyller dessa egenskaper, d.v.s. formfkn.
for nod k (position &= &) kan bestammas enligt: N, = IE(g)

T g | (GG DE G DB
il:[l (E—&)  (E=81) - (E=E1)(E—Eks1) - (E—E&ns1)

izk

k(&) =

Exempel: kvadratiskt element: n = 2 & noder i pkt.: ¢, = {-1,0,1}

N, = IpD2 = E=0E=D _ sE-l)

Nod1l Nod3 Nod?2 (-1-0)(-1-1) 2
_-)
| | | =2, _ (E-(C1HE-0) _EE+D
1 0 1 Te Nl ot T 2

_ =2y - (E-(E1))(E-T) 2
N3 - Ik:3(§) - (0_(_1))(0_1) - 1_g
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Procedur for FEM-analys av fackverk

1. Diskretisering: dela fackverket i element & noder
och ansatt en enkel forskjutningsapproximation

i varje element! e

(o K\
NP
e mo“"

: - |
/ L~ Utbredd last
. }

@

e\emeﬂt —S \/ noder

v Punktkraft

elast|<:|tetsmodu|
area »—elementlangd
2. Ta fram elementmatriser, glve:h E, I (konstanter)

form-

K funktloner
_ Uyl _
>< e ZJM-N%
~ oy - du_ d - z11
£=0 200 = ax T dx e = {Ie |Jde
— U1, f]_ }—» Uo, f2 N
1 B
_ T _EAl1 1
ke = [B'EBAIdE = . L J

0
1

.
fy = [N'K,AldE = {

Exempel: } ~ Ale[q0+ql/3]
0

Ky = o * 415 Og+20,/3

— 5.17(18) —



FEM for Ingenjorstillampningar, VT2012 / J.Faleskog

3. Transformation: lokalt {x,y} — globalt koord. syst. {X,Y}

Fb =T fb ) )
2 1.m.  —I° —l.m
12 12M1 12 12M17
T EA!l I,,m m2 —l,,m —m2
K, = T'kT = == 12M17 12 12M17 12
2 2
e | _ _
I, —lomy, 1 lpmy,
| 2 2
TlioMyp My oMy Mgy

4. Assemblering: Styvhetsmatris & lastvektor

Y/Kj/K F = E +F mpunktkrafter
¢ b " s verkande i

e=1 e=1 noder

5. L0s Ekv. Systemet: KD = F (infor R.V.)

6. Utvardera resultatet: (t.ex. spanningar)

(Uy—uyq)
I

e

o(x) = E&(x) = EBd, = E

— 5.18(18) —
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Forelasning 8 & 9
FEM-Ekvation for Balkar

kraft / langdenhet

() .
v e T
y — > = | -
u(x) > 2\

Kyx)= X=X

kraft / volymenhet Tvarsr-lltt: (x), AX)
Material: E(x)

Stark form (lokal form):
T'=—q ) “StangEkv”’

M' =T (EAU') +AK, = 0
N!

= —K A %
=
“BalkEkv”

Konstitutiva M = —-Elw” O.D.E.. (Elw")"—q = 0
samband: N = EAY’

o

X:X]_

Jamvikt:

Randvillkor:

w = w eller (Elw")" = =T

oo
w' = W eller (Elw") = -M

2

d
dx

=

krokning: w” =

N

Kontinuitetsvillkor: utbojningen, w(x), och dess derivata, dw/dx,
maste vara kontinerliga funktioner

~8.1(9) -
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Svag form (integralform, variationsform):

1. Multiplicera O.D.E. och R.V. med en godtycklig viktfunktion,
v(X), och integrera Over balkens langd:

-
X

jzv(x)[(EIW”)”—q]dx =0 (1a)
= V)M +EIWD]], =0 (1b)
[V(><)(T+(E|W")')]|XNRV =0 (1c)
\Vélj v = 0 parander med vésentligaR.V.  (1d)

2. Partialintegrera forsta termen i (1a), d.v.s. sank w' —w”

X, X2 X2 2
utnytaatt [vfl,” = [ [vfldx = [ vfdxr [ vEx

X1 X1 X1
X2 X2 X2
j V(EIw")"dx = [v(EIW")']Xl—j v'(Elw")’ dx
Xl Xl
X2
. [v(EIW")’]zj—{[v’(EIw")]ii—j v"(EIw”)dx}
insatt i (1a) ger "
X X, X, X,
j V'EIw"dx + [V(EIw")'].> = [V (Elw")], —j vadx =
Xl \ J 1 N J 1 Xl

v(-T) (1c,d) v'(-M) (1b,d)

Svag form, definition: Finn w(x) bland alla tillatna funktioner
som satisfierar vasentlliga R.V. (w = W, w’ = W’'), sa att

Xy X5

_ X __ X
j v"EIW”dx{[vT]Xi — [V'M]Xi + j

qux} =0

for godtyckligt v(x), med v = 0 pa rander med véasentliga R.V.

X1 X1

Alltsa, den approximativa ansatsen for balkens utbdjning, w(x),
och viktfunktionen, v(x), maste vara minst 2 ggr. deriverbara!

~8.2(9) -
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FEM-Ekvationer—dela in i element (diskretisering):

. Minst gt ».

generaliserad
nodfdrskjut-
ningsvektor

“formfunktioner’i\‘ (\J

Forskjutningsansats i varje element: ~ w(x) = N(x)d,

Viktfunktion (Galerkin):  v(x) = NOOB = BN (x)
godtycklig
koefficientvektor

utboj-
ning

' Slkelement

2:a derivator: w”(x) = N"d, = Bd,
o T o T TT
vi(x) = B(N") =pB'B

Satt in w(x) och v(x) i svag form:

Hj B EIde}d —{[N The - [(N) M1x f \ quH s

Men BT ar godtycklig => FEM-Ekv for ett balkelement blir

UXZBTEIde}de = {[NTT] _[(NY M I N qu}

X
' J _
2/ Y
Styvhetsmatris Forskjut- Lastvektor
nxn ningsvektor nx1
nx1

~8.3(9) -
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2-noders balkelement
(3:e-gradspolynom for utbdjningen)

1 2
Wy, Pq Ws, P Elementlangd: 2a
\d% E%\ Yttroghetsmoment: |
61, My &, M, Elasticitetsmodul: E
| | =&
-1 0 1 T ]
Wy
~ _ 0 _1 dN
N(E) 0,
i ——
Formfunktioner: de
1 3 1 2 . .3
Np = 7(2-36+8) Ny =3(1-¢-g"+&)a
1 3 1 2 .3
N3 = 7(2+38-8") Ny = 3(-1-g+&+¢&)a
1 1=]=1 , | =1 =
OBS! Ni(é;j):{ ' _J '3 ey - JL _J 2,4
0 1#] E
1 .
NI
T\
05
0 IS
05 L -
-1 0 1
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Insatt i svag form ger FEM-EKkv.

- 1 . Pl 1 Nl
EL [ T M N
—3J(N)ngde: 1+aj 2lg(&)de
a P, N3
@il_\f\) My TN,
. R e
€ fe = fS + fb
Elementstyvhetsmatris: '3 33 -3 3a

2 2

Kk, = E—?I"[(N”)TN”d& _ E_l3 3a 4a” -3a 2a
a 29" |-3 -3a 3 -3a

-1

3a 2a2 -3a 4a2_
Elementlastvektorn, bidrag fran utbredd last:

T
) . 1(8)
N, (&)
.
f=a|Na@de =a| | 2 la@)e
N3 (&)
- IS
Exempel' -
=& | =
B 0 1 -1 0 L O
2
1+¢ 1+¢&
=q(&) = qo+q1( )*qz{ 2 )
B 9 ] 0 2 :q——/ kraft
aq aq
. a/3 _Lida| 2| a
Lastvektorn blir: f, = aqy 1 * 30 | 91 ¥ 15| g |
a3 _6al _24] moment

—8.5(9) -



FEM for Ingenjorstillampningar, VT2012 / J.Faleskog

FEM-analys: Berakningssteg 'Q @pet
Itip
n

1. Diskretisera: infor noder (frihetsgrader) och
dela in strukturen i element (prepocessing)

2. (a) Ta fram en elementstyvhetsmatris, kg, och
en elementlastvektor, f,, for varje element

(b) Koordinattransformation: lokalt—globalt
K, = T'k,T
F, = T'f,

3. Assemblering av alla elements (antal = N,)
styvhetsmatriser & lastvektorer

f\/ (\/ '/\CPunktkrafter

K= ZK P = ZFb s verkande i
e=1 e=1 noder

4. Infor randvillkor & 10s ekvationssystemet:

KD = F

5. Utvardera resultatet (postprocessing)

* Reaktionskrafter, snittstorheter, etc.
* Spanningar

~8.6(9) -
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Exempel: konsolbalk

Q =q=0Q/(L)

et 4

x:2L1'|'|-|

e - — Exakt
Utbojning: O - Ett element

W(x) = ok (6@2_(9? 0'75_‘0- - Tva element

2
58]
3 H [ Vinkel&ndring:
0.75+ ]
W
| 0(x) = —
0.5 dx
i — Exakt
0.25 O - Ettelement —
©- - Tvaelement
N R
0.5 1 15 2
X/L 025 1 | T | T [ T
i ‘/f
M Of a4
QL [
Bojmoment: , -0.251
dw i
M(x) = —EI—2 05
ax i — Exakt
-0.75 O = Ettelement -
O-- Tvaelement |
-1 ] | ] | |
0 0.5 1 1.5 2
X/ L

~8.7(9) -
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Stang/Balkproblem: Egenskaper hos FEM-ldsningar

Betrakta FEM-l6sningar baserade pa 2-noders element:

Wy, Pq Wo, Py
Sténg M
- - Balk
ug, fy Up, T 61, My 6, M,
T T
d, = [ul uz] d, = |:W1 0, W, 192]

For fall med konstanta drag/bojstyvheter (stang: EA = konstant;
balk: EI = konstant) kommer nodférskjutningsvektorn vara iden-

tiska med den exakta IGsningen.

Orsak:
1. De approximativa ansatserna satisfierar de homogena 16snin-
garna till problemens differentialekvationer

Stang: (EAU’)' = 0 = u(X) = Cy+CyX
Balk: (EIw")" = 0 = w(x) = c0+clx+c2x2+c3x3

2. Utbredd last ersétts med konsistenta nodlaster vilket ger ett
helt ekvivalent problem vad géller nodférskjutningarna

“Ekvivalent Problem”

I I P
Q (tota _utpr_ed_d ast) i5/ p y i% p
j El, 2L T El, 2L o
40/7&‘

/’C?é@ % ;

El ” spL®  _MmL® _ oL®

2 =0 = 3EI Y2 T R

0= %QELF p| 2 20L°
o= P oML 2QL

El El 3 El

~8.8(9) -
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Utvardering av normalspanning, o

E,A L
StANY OO dg = [Ul Uz]
I_T |—7
Ui, I U2, 12 v/@/Formfkn. for stang (1 x 2)
c = Eg = Egg = E—(Nd ) = E%Nd de

dar B = [B, B = H ﬂ

Up — Uy
=oc = E(Bju; +Byu,) = E( 1 )

Wy, Pl Wo, P2
E, I, 2L
&y, M4 &, M,

| | L= & (d&/dx = L)
-1 0 1
+

e

X >> : —» O
—Elw” -6

+
= max{e ,|e

Z

1y
Formfkn. for balk (1 x 4) max

= = E(—w"z) = —E(—djz = —-EBd,z
dx
(W +B,y0; +Baw, + B, 6,

= |c5|max = Eemax‘B

) 3 36-1) -3¢ (3¢+1

~8.9(9) -
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Forelasning 10
Balkstrukturer-Introduktion

“ring”

Styvhet: k = P/6 ?

Modellering?

Analysmetod?

Modellering: utnyttja symmetri!
=> racker att modellera 1/4-del

Kan t.ex. analyseras m.h.a.

1. Energimetod, W(Q)

_P_Q__0Q
q oW/(0Q)

O

2. FEM: kombinerat balk-stang
element med 3 dof/nod

~10.1(10) -
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1. Energimetod:
(1) frilagg (for in reaktionskrafter, statiskt obekanta?)

(i1) snitta (ta fram uttryck for momentet s.f.a. laget)

Q, g “Enkelkrokt balk™
Bojstyvhet = El om h << R!

HB: 0 (va)

Q (yttre last)

A Ma .
Ha=0 (R.V.) $
Va=Q (Imv.)

Jmv.: Mp + Mg —QL =0 => 1 statiskt obestamd!

Jmv.: M(¢) = Ma -QR(1-cos(¢))

Komplementar elastisk energi:
n/2

|
\ |
* | o M)
AN W= | g Rdo
CJMa [ 0
\T} Castiglianos 2:a sats:
Q

oW (m—=2)
—_ = = R
oM, 0 = M,=Q -

_ oW _QR’(x"-8) _, _ g _El_8m
5Q El 8n Q R3(TE2—8)

q

~10.2(10) -
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2. FEM:

Diskretisering:
Indelning i noder
& element

Uy Kombinerat balk-stang element
med 3 frihetsgrader per nod!

~10.3(10) -
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IZ koord.
X

Wy, f1;

92y’ |v|2y ‘3
Uy, Fix \
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1. Ramverk (balkar) i planet (2D)

Wo, fa,

_wX
Uy, foy

Utnyttja att deforma-
tion i dragning och
bojning ar okopplade
for en rak balk!

\ Totalt 6 D.O.F. o
\ Uj
Wy
Bojdeformation: W) = |g nPrey NP b, b .|| Py
' 0 N7(&) N2(8) 0 N3(&) Ny(8) 0,
_ _ _ _0_ Wy
00 000 O 0 o 1oy
03 3a0-3 3a el |
b _ EI|03a4a® 0-3a2a°| (b _ My N,
ke = —3 fo +a || ?ae)de
22300 0 0 0 0 0 0
-1
0-3-3a0 3 -3a f, N
0 3a 2a° 0 -3a 4a°) My, of U
L A _N4_ Wl
: 0
. = d d ly
Dragdeformation: u(t) [Nl(i) 00 NY(E) 0 0} .
f W
(1-g)/2  (1+&)/2 |,
o | 72y]
0 N (¢ ] d
100-100 fix N1
000000 0| 10
¢« _EA{0 00000
ke = 5= =004 j 01K (2)A(2a)de
al-100 100 f, \
000000 ol 1 02
1000000 0 .

—10.4(10) -
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Totalt erhalls i det lokala koordinatsystemet:

Elementstyvhetsmatris:

k, = ki + k> = ] ]
0 0...0.0 0 0
. «3El 3EI%Y. 3ElI 3EI
EATg g BAool 1% D205
22" 22 128 2a’:  2a 2a
"% 00 0 00 |[pi3El 2Eli, 3El El
_/ 0 00 0 00,|. %" &7 2a° & |_
; _E_AOOE_AOOI,'O 0 0 0 O 0
/| 2a 2a | |o _SEl _3El 4 3EI _3EI
0 00 0 00, 2a° 2a° 2a° 2a°
\“ L 0 O O O O O_ ', O §_—E—_I E—I O _§_E_I 2___'
\“ ,/ ] 2a2 a 2a2 a ]
YEAT . /. _EA
“299:'-(1--Y-()-.~_2a O O
0 5@ 3EI H 0 _3El 3_52|
1 2a 2a ¢ 2a 2a
0 3_E_2' 2E| P 0 _3_52' El
_ w2a” & 2a° @
EA Tt " EA
" 2a 0 0 2a 0 0
0 _3_'5?: _SEl 3_E:: _3_EZ|
2a 2a 2a 2a
0 3E2' El o, _SEl 2El
22" @ 2a° 2 |
_ I
Elementlastvektor: fe = fe +fe

~10.5(10) -
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Transformation: lokalt —> globalt koordinatsystem (2D)

Givet D,y, bestam u, och wy:

X2 %1
= COS@yy = oa G059
Z,-Z
|, = cosg,y = — 22a L = _sing

= Uy = Dyyly, W, = Dyyl,

Givet D,5, bestam u, och wj:

_ _ L4

= COS¢,, = oa - Sihe
_ _ XXy

= C0S¢,, = e C0S¢

= U, = Dyym,,  w, = D,;m,

Totalt fas Uy| _ Doyl +Doymy | |1, m,||Dyy
W, Doxl, + Dyzm, |, m,| D,y
Med rotation - - i .
(O = Oyy) "z Iy my O] | Dax cosg sing 0|~2x
Wo| = |1, m, 0]|Dyz| = |-sing cose 0| D,z
0,y 0 0 1]| by 0 0 1 | Oy |

—~10.6(10) -
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Med bada noderna  , - =~ -7 7 T ~_-—~x
’ |
- F— L = - |
Uyl me 010 0 0] |Dax |
Wyl 11, m, 00 0 0||Diz Y
ely ~4001000 017 =TD: T = T, 0
u, 000l m0[D,y ° 0T,

W, 0 001l m 0[D,,
0,, 0 000 0 1]|6,y

2D —Transformationsmatrisen ar ortogonal

T T

TT =T T=1 enhetsmatris, dimension 6 x 6

Ekvationer i globala koordinatsystemet (2D)

Elementstyvhetsmatris i
lokalt koordinatsystem

d, = TD,
=f, = k,TD, T
fe = Kede L= F, = T k,T D,
T %r_/
Fe = T fe C Ke
Elementstyvhetsmatris i

globalt koordinatsystem

~10.7(10) -
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2. Ramverk 1 rymden (3D)

» Antag att huvudaxlarna for balkens yttroghetsmoment ligger
orienterade langs den lokala y- respektive z-axeln. Bojdeforma-
tionerna {w(x), v(x)} blir for ett sadant fall okopplade.

* | rymden tillkommer bgjning kring z-axeln {v,, 6,,,v,, 6,,}
samt vridning kring x-axeln {é,,, 6,,} , d.v.s. 6 D.O.F tillkom-
mer. Totala antalet frihetsgrader (D.O.F.) i elementet blir 12.

« Lat yttréghetsmomenten kring y-axeln respektive z-axeln ges av ly
respektive 1,

BoOjning kring
z-axeln:

(helt analogt med
bojning kring y-axeln)

Vridning kring x-axeln ar okopplad fran all annan deformation!

X
%ﬂ‘\\]\% —Y  Vridanalysen ar helt analog

med den axiella analysen!

ODUN\\} & .
N 0.5 - {(15@ (1;@} 1
\] —_— — 62x

o o NI(&) N3O
Samband mellan vinkelandring
och vridande moment: 6, -0,, = é—?(MZX
Vridstyvheteni
lokal element- o Gk[1 _1 tvarsnittsfaktor,
styvhetsmatris ¢ 2a|_1 1

~10.8(10) -
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Total elementstyvhetsmatris i lokalt xyz-koordinatsyst. (3D)
T

de =| Uy Vi Wg O 6Oy O, Uy Vo Wy by by 0Oy
EA 0 0 0 0 0 —E\ 0 0 0 0 0
2a 2a
3EI 3EI 3EI 3EI
— 0 0 0 — 0 -— 0 0 0 —
2a 2a 2a 2a
3E| 3E| 3E| 3E|
0 - 0 0 0o - 0 - 0
2a 2a2 2a3 2a2
SK 9 0 0o o o -SK o o
2a 2a
2FE| 3E| El
—Y o0 0 0 >0 — 0
a 23 a
2EI 3EI El
TZ 0 -—22 0 o o
- 2
“ EA °
— 0 0 0 0 0
2a
3EI 3E|
32 o o0 0 -—1°
2a 2a
3EI:, ) 3EI:, )
2a3 232
SYMMETRISK GK
— 0 0
2a
2FE| )
a
2El,
a

OBS! en variant av matrisen finns i FS i hallfasthetslara, sid. 227

~10.9(10) -
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Transformation: lokalt —> globalt koordinatsystem (3D)

d =TD
e e
- - 71T . 6 D.O.F./nod
Uq Dix Dgi_s il
D D 12 D.O.F. totalt
Vi 1Y 614
Wy D,y Dgi_3
0« 01 x Dgi_2 ) )
91y O1y D6|—1 T3 O 0 O
O 6 D 0T, 0O
d, = 12| D, = 17| - 6l | T= 3
Wy D,; Dgs_3
O, % Dgj-» L mon
Oy Oy Dgj-1 T. = IX mx nx
o . D 3 y y'y
| 024 | Ooz] | Pey | Lmon
'z Mz T

riktningscosiner J

3D —Transformationsmatrisen ar ortogonal

T

TT =717

T=1 enhetsmatris, dimension 12 x 12

Ekvationer i globala koordinatsystemet (3D)

d. = TD,
1Ee:kede = F.=K,D

e
_ T
Fe =T fe if» Ke = TTkeT

~10.10(10) -
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FO. 11: FEM-EK. for Solider (kontinuum)

1D: N /‘KX(X) kraft/vol.enhet ,

- > > > > > — —»X

X e X
Svag form < Virtuella Arbetets Princip

Viktfunktionen v(x) — 8u(x) Storning fran jamviktslage

Inre _
i 7
/ I
\
LV

o¢ od
—~

(virtuell forskjutning)

N - — — - —

N LT % o Yttre
Vi=([5u NI + [ou K, Y
~ - V ,//

/
1 SW' (tojningsenergi / volymsenhet)

3D:
Z _tx_ Spanningsvektor
y b= |y jverkande pa solidens yta, S
X | y [Kraft / Ytenhet]
tZ
Ky Kraft
Kygverkandeisolidensvolym,v
K, [Kraft / Volymsenhet]
u L |
u=lul =|v Forskjutning
g < pa randen
U W Storheterna {u, t, f }

ar alla funktioner av x, y, z

Virtuella Arbetets Princip i 3D:

(\C_s:alérprodukter
— —

Jow'av = [ sultds+ [ su'f,dv

Vv S Vv

ey —

Inre Virt. Arb. Yttre Virt. Arb.

~11.1(9) -
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Fleraxliga spannings- & tojningstillstand:

Spanningsmatrisen anger
spanningstillstandet i en L

materiell punkt Oxx
r ] O,
O' ny G yy
S = s = |z
Oxy Oyy Oyz >
Xy
O, 0. O, O-
Yy | “xz 9yz ©zz]
T~ Oy,
O,
vektorform LYz

Normaltéjningar (volymandring):

IrAV /-;//\\//,ﬂ_—-\\\
//: //g/_@ -@\\8—6—\/\/
XX yy 2z
Ay | \\\\\ai(__~ﬂ//‘2y/ &
AX Au !
y Al
L» X AU Skjuvtojningar (enbart formandring):
Au — -7 T T~
G- TTRAV T v, out o ow
/ | ;\ DY ox oy 7 X2 " ox 0z
Ay|| S o ow , oV
D B! T2 = 5yt 5z
AX

- . T _
Lagrade i vektorform: ¢' = |:8xx Eyy €22 Yxy Yxz vyz]

Andring (virtuell) av téjningsenergi / volymsenhet

W' = ngx xx t 88yy yy + 88zz 22t 8’nyo-xy + 8sz Oy, * 8yyz Oyz

—=8W' = 8¢’

~11.2(9) -
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Konstitutivt samband—Iinjart elastiskt material

1Q

alternativt o = Eg¢

\/ Elasticitetsmodul

3D:  Exempel: linjart elastiskt isotropt material

1D: e =

Poissons tal (tvarkontraktion)

Eyx = -é(axx—v(ayy+ 0,,)) Ey = o €5 T .
_ 1 1 1
Txy = g%y Vxz2 = g%z Tyz T g%z
\/Skjuvmodul
Matrisform:
Oyx Cy Cpp Cypo 0 0 0 Exx
o,  |Ci2 Cyy Cyy 0 0 0 &y
0| _ |C12 C1p Ciy 0 0 0 £,
Oy 0 0 0 (Cy-Cypy)/2 0 0 Yy
Oy, 0O 0 O 0 (C11—Cyp)/2 0 Yuz
oy, 0O 0 O 0 0 (Cll—Clz)/Z_ Yz

S SR

o C ﬁ €
E(1-v) Ev Elastisk

Ci = C,, =
L @-2v)(1+v) 12 (1-2v)(1+v) styvhets-
matris
Ci1-Copo _ E -G
2 2(1+ V)

Andring (virtuell) av téjningsenergi / volymsenhet

SW' = 8c'c = 8" Ce

~11.3(9) -
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Kompatibilitet:
(samband mellan tojning & forskjutning):

ou 0
ox o 0 0
g—; 0 é—ay 0
o ow 0 0 g u
Tojning: &= || =| 07 | = o\l = Lu
Txy ou + ov 9 0 W
o oy OX o0y OX
du,ow| |8 , 2
Yzl 0z OX 0z OX
v,owl |4 22
0z oY/ 0z 0y
Partiell — A

differentialoperator b/—> L u

Virtuella Arbetets Princip i 3D kan formuleras som

med %6W’ = 5¢" Ce = 5(Lu)'C (Lu)
DN

o f T )
erhalls jés(l_u) C (L

uydv = j su' tdS +I su' f,dv
L—ﬂf—/ L\;—J
Inre Virt. Arb. Yitre Virt. Arb.

Jamvikt kan ocksa uttryckas med L-operatorn!

oo,, OO
_ ) XX Xy Xz —
x-led: x oy Tt 0 )
oo,, 0o, 00,
_led: Yy Xy yz - T -
y-led: & T +f, =0 k = Lo+f, =0
oo,, 0o, OO,
Z-led: azzz+ a;z+ 6;Z+fz =0 )
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Approximativa forskjutningsansatser i 2D/3D
 Dela in soliden i volymelement (N, = antalet)
« Anvand “enkla” forskjutningsansatser i varje element och utt-
ryck dessa m.h.a. formfunktioner

 Valj samma formfunktioner for forskjutningarna i varje rikt-
ning: u, v och w (Iampligt val, dock ej nédvandigt). Om elemen-
tet har ng noder behovs enbart ny olika formfunktioner

.

W
Ex. 3D element 3 o L%VG
med 8 noder V Ug

(nd = 8) z 4 02 Nod-
y forskjut-

ningar
X = Uq

Forskjutningarna i hela elementet kan uttryckas m.h.a. noder-
nas forskjutningar och 8 st. formfunktioner enligt:

U(Xa Y, Z) = N]_(Xs Y, Z)ul Tt N8(X9 Y, Z)u8
V(Xa ya Z) = N]_(X> y) Z)V]_ Tt NS(X: y: Z)V8

W(X> y) Z) - Nl(xa y: Z)W]_ ...t N8(X9 y) Z)WS o

Uy
Forskjutningsvektorn Nod 1 Nod 8 |,
pa matrisform: PR N G Nccl)dl
! > )
u(x, y, z) N, O Oi iN8 0 0 .1
U= v(x,y,z)| = ONloi---iO Ng O[] e
w(X,Y,2) 0 0 Ny 10 0 Ngf,
- - |78
3xd \_’—\N/\J Ve| ~Nod 8
3x3ny=3x24 L8 .
X nd = X -~
e 3ngx1

T d
Elementforskjutningsvektor —__——> % _",, 4

~11.5(9) -
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Tdjningar fran approximativ forskjutningsansats:

Nodl. . . Nod3

I _
_a - ON, 0 o ONg 0 0
= 00 OX ! ox ]
X | | Uq
_ o aNl ' ' aNB
Exy 0 a_y 0 0 a—y 0 | . | 0 a—y 0 Vq
Mo 0 2|, Ny Mg
gzz - 52 — LNd — az‘ | az :
= \V - e - ) o *
el |o 22| o NNy “ Ny N -
0z 0 ' '
Yz y I T
202 Ny Ny aNg Ny |,
o o 0z OX | 0z OX wg
(6x1) L : oy ox ' ey ox
" LY -
1 Y — —_—————
6x3 3x1 B de
6x3ny = 6x24 3ngx1 = 24x1

Tojningarna kan uttryckas pa den kompakta formen

e=Lu=Bd, = |B, .. Bg|| |=Bydi+..+Bgds
o dg] MNodl  Nod8

Andring (virtuell) av tojningarna erhalls som

¢’ = 8(Lu)' = 8(Bd,)' = &d B'

~11.6(9) -
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FEM-Ekv. m.h.a. Virtuella Arbetets Princip:

t= |t Inre Virt. Arb.
y .
tZ
% [sT Cedv =
\

= [ ou' tds + [ ' f,dv

u S v
U= ul = |v k—_\f“/
U, W Yttre Virt. Arb.

FEM-Ekyv for ett element:

?\f“godtycklig”
SdZUBTCBdV}de = SdeT[I N'tds+ [N', dv}

\ S \

e e

kraft kraft
ytenhet volymsenhet

= “ BTCBdV}de = LINTtds}“NTfV dv}

e

Ve e Ve
. t - — \/}F\J \_/\fr\/
ement- k S + b
styvhetsmatris S\> € —
Elementlastvektor " fe

FEM-Ekv for hela soliden (summera bidragen fran alla element):

Ex. vansterledet: N

e

[Oav = [Oave+ [y = Tk =K
v Vv

Vi Ng e=1 /_g
Styvhetsmatris for hela soliden

~11.7(9) -
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Plana problem (2D)

Plan tGjning (*tjocka” strukturer):

w = 0, Q( ) = 0 (oberoende av z) Ay -
0z —
e
jgzz:yxz:yyzzo ~
X
Stryk kolumn/rad 3,4 och 5 C
L 1 v 0 L
XX (1 B V) 8XX
_ __E(l-v) v
ow| T @rvd-2v|a-yy % [|fw
| Oxy] 0 o (L=2v)lhy
i 2(1-v)]

Plan spanning (“tunna” strukturer, t.ex. platar):
CYzz:csxz:cyyz:O a
—¢=Clo T y

Stryk kolumn/rad 3, 4 och 7

5i C. Elastiska styvhets- |

matrisen for plan spanning fas

sedan som inversen till den

reducerade C~1-matrisen. ] 1 v 0 |[.]

XX XX
s | = E (v 1 0 ||,

Moa-vhl, o a=wl|”
[©xy] I 2 | Myl

~11.8(9) -
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Anisotropa Material

Ex. Ortotropt material—plan spanning (4 mat. par.)
Xo T.ex.en kompc_)sit uppbyggd av tva vin-
kelrata set av fibrer:
Tva olika elasticitetsmoduler i planet
E,, E; och en skjuvmodul G».
En oberoende parameter som beskriver
y tvarkontraktionen enligt
V vi,/Ey = Vo /E,.

(I 3D tillkommer 5 parametrar: E3, Gq3,
Go3 och tva tvéarkontraktionstal)

Beskrivning i det lokala koordinatsystemet x;—X,:

€ = |eyn| = |-Vv/Ey 1/E, 0 Gpy| = SO
V12 0 0 1/Gyy| | 12|
E, V12Ez
0
L . 1-vipvy 1=vypvy
= o =Ce dar C =S = vy Eg E,
0
1-vipvy 1-vypvy
0 0 Gy,

Transformation till det globala koordinatsystemet x-y:
5=l < o=L"s

. }:m L% =L =LcL e = e

e =L ¢ w‘\
Q-
[ 2 2 ] (2 2 | ¢ = cosg Pk/?)“
c s 2cs c s -2cs s = sin
dar L= 2 2 oLl =2 2 — oY
s ¢” -2cs S C 205 | SeFS.Ek.1.17,1.18,
_cs cs 02—32_ cs —cs CZ_SZ_ 221 & 222

OBS! | en FEM-analys maste férrutom materialparam.: Ey, E5, G5 & v15
aven materialorienteringen, ¢, ges som indata.

~11.9(9) -
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FO. 12: FEM-element for plana problem (2D)

“Constant Strain Triangle”-Element

REP.

Forskjutningsansats (linjar): Uy

u = |:U(X9y):| — [Nl 0 N2 0 N3 O] U,

V(X,Y) 0 Ny 0 N, O Ngj|v,
\_V_J u,

N V4

Formfunktioner: d
e

1
N, = E'A"e[)’23(x —X5) + X35(Y = Y5)]

1
N, = 2_Ae[y31(X_X3) +X13(Y —Y3)]

1
Ny = E'A—e[ylz(x_xl) + X0 (Y= Y1)]

dar A, =elementarea,

Xkl = X=X Y = Y=Y

Tojning: e = |g, | = Lu = LNd, = Bd,

| Vxy]
Nod1l Nod2 Nod3
] B, B, B3

ON ON ON
0 =2 0 = 0 —

ox N o N X N 1 Y23 0 V33 0y O

= 1 2 3| = —
B 8_y 0 a—y 0 a—y 2Ae 0 X32 0 X13 0 Xy
N, ON; ON, AN, N, ON, | X32 Y23 %13 Y31 X21 Y1

Loy Ox Oy Ox Oy OX. OBS! konstant matris

~12.1(7) -
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Elementmatriser/vektorer: CST-element

Elementstyvhetsmatris:  o0de* ]
B;CB, B,CB, B;CB,

T T
[B'cBAdv = hAB'CB = hA,|glcE, BICB, BICB,

ko =

2><2~\—5

Elastiska styvhetsmatriser i 2D

) _ _
1 (1-v) 0 1 v 0
- _Ed-v) v - _E v 1 0
C = C =
L+v(l-2v)|T-v) 0 a-D|, o G-y
0 0 (1-2v) 2
2(1-v) . )
- e Plan spénning
Plan deformatlon (gzz - Yz = 7yz = O) (O-ZZ = Oyz = O-yZ = O)

Yttre krafter:

=> Rakna ut konsistenta nodkrafter

fo = f,+ 1+ 1,

F_J \V\/_\ f2X
Punktkrafter Kraft Kraft
verkande | ytenhet volymsenhet
noder

f1x f1x flx
f1y fly fly
f f
f, = fax f= |2 =[Nws f,=|2 =[Nfav

f2y f2y f,

Se y Ve
f3x f3x f3x
_f3Y_ Punktkraft _f3Y_ S _f3Y_ b

~12.2(7) -
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Exempel: FEM-l6sning med ett CST-element

y

) Fordamning
Hydrostatiskt
tryck, p(y)

g, p

p = po(l—ﬂ dar p, = gpl

D3y, FEM-analys:

2
Ae = 172 Randvillkor: Dy = Dyy = Dy, = Dy =0
D1y, Day => Reaktionskrafter: Rqy, Rqy, Roy, Ry

Formfunktioner: N; = 1-

B-matris: B=0-10001

“Elastisk styvhetsmatris™: =Elp1 0
(antag plan deformation) 001/2

Element- BI
styvhets- hi?

. _ hI”
matris: e = B CBhA. = =-1p

I
N

|
=

|
o

o
w
|
m
-
|
Lo e w
L o w -
(RGN
|
N

R
SRR
O O O N O
o+ = O
o+ = O
N O O O

~12.3(7) -
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forts. CST-exempel

Lastvektor: /
A y
;i => Spanningsvektor: t = H = Py 1_|
o) | ; 0
=
: ' Verkar pa ytan: x =0, dvs mellan Nod 1 & 3
Lo darar N, = 1-y/I; N, = 0; Ny = y/I
le J/[‘@/@ Nl O _2_
f — N, 0 _Y hl
== |2 = [INT_ghdy = [ |2 | po|t 7 T[hay = P2E|0
T =0 0 N 6 |0
2y 0 0 2 0
fa, N, 0 (1)
_f3Y_ _O N3_X:0 o

— _ _D 7] [~ ] L

3 1 -2-1-10]] & |Ru 5

1 3 0 -1-1-2/|Py| [Ry 0

hl

Ekvationssystem: Ehi-2 0 2 0 0 0||DP2f _ |Ry, L P00
1-1-10 11 0||Dy R, ° |0
aasaiefed o

-7 1Dy [ O] M

L 6s ekvationerna (5) & (6):
Eh|1 0f|Dax| _ Pohli1 D3y _ 2Po
— = — = = ==l
4lo2flpg| O o D,| 3E

~12.4(7) -
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forts. CST-exempel
Postprocessing:

Reaktionskrafter (fas fran ekvationerna 1-4):

Eh 2pyhl pohl
Ekv. (1): Ry, = 5°(-Dgy) g - 02
Eh pohl
Ekv. (2): Ry = S°(-Dy) = ——%

Ekv.(3): R,, =0
hi utbredd last
Eh — p_O_ verkande i

Ekv. (4): R, =
() Ray X 6 kraftcentrum

I
)
w

OBS! Total jamvikt

ar uppfylid
Spanningar:
XX dl d1:0
© = |Oy :CSZCBde:C[BlBZB3] % :{dZ:O}:
[Oxy ds

i o 100;002p_o|1_p_00
_CB33_E010|013E0_3O

1

001/2] |10 j
enbart skjuvspénning!

~12.5(7) -
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FEM-resultat fran programmet: ABAQUS

32 st. 3-noders triangelelement (linjar ansats)
"1-el. 16sning™: ¢,, = 0,, = 0, a,,=0.33p,

128 st. 3-noders triangelelement (linjér ansats)
"1-el. 16sning”: o, = ¢,, = 0, ¢,,=0.33p,

0
)4@? 003

~12.6(7) -
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512 st. 3-noders triangelelement (linjar ansats)
"1-el. 16sning™: o, = 5,, = 0, o,,=0.33p,

. De+00
.0e-01
.0e-01
Oe=01
Oe=01
0e-01
+0e-01
.0e=01
.0e-01
.0e-01
. Oe+00

PIXIXIX PR
PO IR PRI
AgwrwrrmNﬁm

14

1936 st. 6-noders triangelelement (kvadratisk ansats)
"1-el. l16sning™. ¢, = 0,, =0, 7, = 0.33p,

O s, sl1
e (Ave. Crit.: 75%)

+2.,7e=-01
. Oe+00

5, 512
O (Ave. Crit.: 75%)
+1.4e+00
.le+00
. Qe+00

~12.7(7) -
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FO. 13:
Bilinjar Rektangel:

4 29 3
AY < ﬁ4 d ﬁg
2h .{X01YO} <
AV1 AV2
T o—>u—~1 5 & ﬁz
» X

(_
&= (X=Xg)/a n=(y-Yq)/b

4-sidiga plana element (2D)

A7
(-1,1 (1,1)
N
5
1 2
O O
1,-1) (1,-1)

(naturliga koordinater)

Nd

21+ H(A-1)

21-H(1+ )

Forskjutningsansats (bilinjar): Uj
Vv
g= juoey)| 2 [Na 0 Ny O]
V(X,Y) 0 Ny 0 Nyl|°®
Uy
_V4_
Formfunktioner: N, = %1(1—5)(1— 7) N, =
1
N3 = 7(1+ )1+ 1) Ny =
TOjning:
Exx o/ox 0
€= le,| = | 0 o/0y|Nde = Bdg Nl.g::l
_yxy_ 0/0Yy 0/ 0X —F—J\—\
Mé 0 -
a
=B = 0 N_l.»_fl .
b
b a

~13.1(4) -
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forts. Bilinjar Rektangel

Partialderivator:

ON; _ Nigg _ 10Ni _ 1 N1y
ox  0&0x  aodf a s oy 7 b b
dar
N .= A=y 2 Q=8 o - @=m) . - _(d+3)
1,¢& 4 1n 4 2,§ 4 2,1 4
N — M N :£1_+E‘\) N — _M N :gl__é)
3, © 4 3,M 4 4, ¢ 4 4,7 4

Allmant 4-sidigt element (bilinjart):

(=1,-1) (1,-1)

Koordinattransformation:

4
X = X(& M) = Nyxg+ ...+ Nyx, = Z:Nixi
i=1

4
Yy = y(Em) = Noyyp+ NGy, = ) Ny,
i=1
(Samma formfunktioner som for det
4-nodiga rektangelelementet)

Elementet kallas isoparametriskt eftersom samma interpolation
anvands for beskrivning av geometri (x, y) som for beskrivning av
forskjutningarna (u, v)

~13.2(4) -
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forts. isoparametriskt bilinjart element

Exx o/ox 0
vl 070y /0x

TOjning: €

B-matrisen kan delas upp i 4 submatriser: B = [Bl B, B, 84]

en for varje nod i = {1, 2, 3, 4}, dar varje submatris B; ges av

ON/ox 0
B,=| 0 oN,/ay
ON,/dy ON./ox

. : . . ON./0 ~1|O0N;/0
Partialderivatorna i B; berédknas som X Jt i/ 0¢

dar J ar koordinattransformationens Jacobimatris, definerad enl.

_ _ _ . _
_aX QY_ Z aé Xi Z aéyl ZNi,F,Xi ZNi,ﬁyi
J = 8555 — |—1 |—1 — i-l i—1
OX oy
On on Z Z ZNH]X ZNInyI
i=1 i=1 i=1 =1

~13.3(4) -
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Sammanfattning

Isoparametriskt 4-sidigt element (2D):

—
Arearelation:

O O
—1 —
1 2 JIdA;, = dA,,
4 4

Koordinattransformation:

g

i=1
Partialderivator (kompakt skrivsatt): N; ,

X(& n) = ZNiXi

= ONy/ox N,

y(é n) = ZNiyi

=1
= oN,/an

\

/
/ \ X:N. N.
N: | ! N; X, Y
\u y// | n _ZX'NI,n Zy,NLn—
Q/_> ingar i B-matrisen 7@

\
11
. _ T _ T
Elementstyvhetsmatris: k, = th CBdA = hj' _[B CB |J|d&dy

Elementlastvktorer: 1 he ‘1‘i
Kraft _ T _ T
Jenmet = jN tdS = j(N t)\n: l,dE+ I(N t)\ hl,gdz
Se -1 -1
1
T T
+ I(N t)|n:1hl34d§+ j(N t)‘a:_lhlmdn
-1 -1
. 1 2 2
dartex. 1, = QJ(XZ—XD + (Y- Y1)
Kraft
volymenhet IN [ ]dv - IIN [ ]h|3|d§d’7

-1-1

—~13.4(4) -
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Forelasning 14 & 15
2D/3D solider—Modelleringsaspekter

. Isoparametriska 2D-element, Rep. + EX.
(OH & LQ: kap. 7.4)

. Numerisk integration (OH & LQ: sid.145-148)

. HOgre ordningens 2D-element
(OH & LQ: kap. 7.5-7.6)

. FEM-element for 3D-solider
(OH & LQ: kap. 9)

. Felkallor & konvergens 1 en FEM-analys
(OH & LQ: sid. 78-79)

. Kompatibilitet, Symmetri, Randvillkor, etc.
(LQ: kap. 11)

. Substrukturering (OH)

. Bivillkor (tvang) (OH & LQ. kap. 11)

~14.1(24) -
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1. Koordinattransformation for ett

Isoparametriskt element - Repetition
For ett isoparametriskt element anvands samma interpolation for

beskrivning av bade geometri (x, y) och forskjutning (u, v).

n n
Geometri: X(&m) = 3 Nx; y&mn) = > Ny;
i=1 =1
n n
Forskjutning:  u(&, m) = Z N U; V(E,m) = Z N;v;
i=1 =1
o 8| |asox 0 ]
Deformation (t0jning): ¢ = Eyy| = 0 a/0y Nd, = Bd,
Vyy 0/0y 0/0X|

Partialderivator av N;( X(&,7), y(& ) ) m.a.p. x och y
berédknas m.h.a. kedjeregeln

ONi| | Nigx  Nigy|  |ox ay| |OM,
08| _ | ox o oy oe| _  |og og| | ox
ONjl |9Njax  ONjay ox oy| |oN;
¥ on o
| on] |0xom odyon L U_ Loy
C—\‘/J “Jacobimatrisen”
N N (Obs! &j en )
— = symmetris
— | %] =3 1108 matris)
ON. ON.
| 0y eul

~14.2(24) -
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EX. 6.7 & 6.8: Isoparametriskt 4-sidigt element

i A Y/l “
T
\
— > X/I Element
\pq// : 1 tjocklek h
\ —1
Bestam

6.7(a) Koordinattransformationen: x=x(&n) &y =Yy(<&,n)
6.7(b) Jacobimatrisen J och |J| (determinanten)

6.7(variant av d) Submatrisen B i B-matrisen

6.8(a) Yttryckets (pg) bidrag till elementets lastvektor f,

- 14.3(24) -
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2. Numerical integration
1 Mg
| = J'f(x)dx = _Jllf(ci)l\]ld}; = I§1F(§)Wi
11 m& mn
| = jf(x A = [ [fEmlldedn = 3 > FE mww,
—1f““V“J i=1j=1

111

| = [fixy.9dA = [ [ [f&, n. Q)ldedndC =
\ -1-1-1

mé m

nmC

2. 2. 2 Femwww

i=1j=1k=1

Utdrag ur “The finite element method”, GR. Liu & S.S. Quek

CHAPTER 7 FEM FOR TWO-DIMENSIONAL SOLIDS

Table 7.1. Gauss integration points and weight coefficients

n

§j w; Accuracy n

B S

0 2

—1/+/3,1//3 1,1

—0.6, 0, V0.6 5/9,8/9,5/9

—0.861136, —0.339981, 0.347855, 0.652145,
0.339981, 0.861136 0.652145, 0.347855

—0.906180, —0.538469, 0, 0.236927, 0.478629, 0.568889, 9
0.538469, 0.906180 0.478629, 0.236927

—0.932470, —0.661209, —0.238619, 0.171324, 0.360762, 0.467914, 11
0.238619, 0.661209, 0.932470 0.467914, 0.360762, 0.171324

~ D D

~14.4(24) -
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3. Hogre ordningens 2D-element

» FoOrskjutningsansatser: 2:a gradspolynom eller hogre
« Tillater modellering av krokta rander

Triangelelement (L.Q. sid. 153-156):

Formfunktionerna ar baserade pa basfunktioner framtagna
mha “Pascals triangel” => kompletta polynom

2 xy vy}

=> 6 noder
Formfkn., kan
uttryckas mha C—/

areakoordinater

Ex. kvadratisk ansats med basfunktionerna: {1 x y X

Kraver aven interpolation
av x- & y-koordinater

4-sidiga element (“Quad”, L.O. sid. 156-160):

Isoparametriska: samma interpolation for x (geom.) och u (forskj.)

g

Formfunktioner uttryckta mha naturliga koordinater: < -1 < " <1
n

Olika typer av element:

« Lagrange (full Lagrange interpolation i varje riktning: &, »)
 “Serendipity” (inre noder borttagna fran Lagrange el.)

« Transitionselement (t.ex. linjdr — kvadratisk interpolation)

7 17 S /S
® ® ¢ ® |/ | S ® \|
e |
L { I Lt
4 N |/ 4
® ° ® ® ° ® Je-. " — o
d(a\\s_ - - d
‘ L, W .
Lagrange Serendipity Transitions
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Ex. Element av Lagrange-typ

_ A7 Formfunktionen fér nod i (nod-
J=nNe—e—L 1L L o . )
f __4'_4'_44__ numret bestams av indexen | & J)
3 1 _ ges av
: = N; = 17(OIy(m)
< 2 B ekl A
T 3211 SRR C\Z/
J=0 ¢—e— ] Lagrangepolynom dar m & n
= Oefn + noderj anger polynomgrad

Definition: Lagrangepolynom (Liu & Quek, sid. 87)
T ex) | (=X (X=X X=Xy 1) (K= Xy)

00 = TT 50T ™ Gemro) O 0% %0 1) G
| =
=k

Exempel: kvadratisk interpolation i & & n-riktningen 930>

\
1], |1
>m=n=2;§ =70, & n;=470
-1 -1

4
=2 2y = EE)E8)

3 0 (Eg—E1(Ep—&))
J=1e

_ _(E-0)(E-1) _g(E-1)

1 5 |2 (-1-0)(-1-1) 2

J=0 @ ® ®
=0 1=1 1=2 |i(§):(i+1)(i—1):1_§2

(0+1)(0-1)

|§(g) - CEHDE=0) _ g€+

Formfunktionerna blir: (1+1)(1-0) 2

N, = BERm) = LE-1nm-1)
Ny = @)lgn) = J1-%mn-1)
"N = B©)Em) = 1-)a-n)

~14.6(24) -
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Ex. Element av “Serendipity”-typ

* Inre noder borttagna fran Lagrange-element
» Ej komplett Lagrange-interpolation

« Formfunktioner tas fram genom “inspektion” och m.h.a. de
egenskaper som formfunktioner skall uppfylla

Exempel: “Serendipidy”-element baserat pa ett kvadratiskt
Lagrange-element dar mittnoden (nod 9) ar borttagen

A7 FoOr t.ex. N¢(& n) galler att:
ot ol o3 Ny =0:
JE 5 (i)inoderna2,3&6 dar 1 - & =0
£ (i)inoderna3,4&7 dar 1—-n =0
PR (iii) i noderna8 & 5 diar —£—75 —1=0

N, =1 inodl, diar £ =n=-1

Konstruera formfunktionen mha nollstallena (i)-(iii)
(samma ide” som for Lagrangeinterpolation)
=N; = ¢ (1-9)(1-n)(-¢-n-1)

Kravet paattN;(£ =m =-1) = 1 ger sedan att C, = %1

Formfunktionerna blir (se Liu & Quek sid. 158):
Ny = - 2(1-8)(1-n)(L+E+m)
N 2
Ng = 3(1-E7)(1-1)

"Ng = 21-8&)a-n%

- 14.7(24) -
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4. FEM-element for 3D solider

 Principiellt som for 2D solider
| allménhet anvands isoparametriska element (formfunktioner
anvands bade for interpolation av forskjutningar och geometri)

Koordinattransformation (geometri): G . Z y
Q\\ antal noder i elementet : =
/N X

Ma o g
ZNixi ZNyI ZNZ_/\_
i=1 i=1 i=1 U a2t
Forskjutning: 1y WO
) SV
u Nl O O Nnd O O ‘\ Wl/
u= |yl =Nd,=|0N; 0 0 Ny O~
w 0 0 N,
Tojning:
€ =
Jacobi-matrisen: ) ]
_x Z ] _N N 11X Y1 4
1& y;& 1(33 1’(: oo e nd’&
J = X Yom 2 - Nl,n Nnd,n . .
_X;C; y;c; Z;Q_ _Nqu T X Nnd,&;_ nd ynd nd ‘
Elementstyvhetsmatris: Aee
- \lo\\Jm
jB CBdV = MB CB
V

e

- 14.8(24) -
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Exempel pa elementtyper (3D):

Tetraedrar (4 sidor; 6 kanter; 4 hérn):

(formfkn. baserade pa Pascals pyramid => kompletta polynom)

Linjart
(4 noder) Kvadratiskt

(10 noder)
f<n
S

Basfunktioner: {1,&,1m,C} {1,&mn, ¢ 8% En, E6n°5nG ¢}

Prismor (5 sidor; 9 kanter; 6 horn):

(formfkn. baserade pa “extruderad” triangel)

! “kvadratiskt™
(15 noder) (

“Linjart”
(6 noder)

{1,&n,G ECnC}
%_J

(1,E,M,GE% BN, G MG ¢
e’c, e’ e’ Ene)

%(/_/

“extratermer till
de kompletta
polynomen™

- 14.9(24) -
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forts. Exempel pa elementtyper (3D):

Hexaedrar (6 sidor; 12 kanter; 8 hOrn):

(formfkn. baserade pa Lagrangeinterpolation)

“Tri-linjart™ basfkn.
8 nod
SRR T @ na ma ) =

! = (1,& 1,5 &N, 86 NG ENG)

“Tr| kvadratiska™ \

“Full Lagrange “Serendipity”
(27 noder) (20 noder)

S

basfkn. !

{(1¢ g (1nn )(1 Q Q )} = Ytnoder & inre nod
= {1,&n,C . g n g \ = 27 termer! borttagna! (totalt 7 st.)

Automatisk natgenerering (“meshing’)

2D:
 Robusta algoritmer finns for godtyckliga ytor for bade 3- och 4-

sidiga element
o ANV a/

» Robusta algoritmer for godtyckliga volymer finns enbart for
tedraederelement (10 nodiga elementet, obs! 4-nodiga anv. sallan)

» FOr hexaeder-element finns robusta algoritmer for “extruderade”
och “svepta” geometrier, vilka bada bygger pa natgenerering av en
plan yta

~14.10(24) -
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5. Felkallor & konvergens i en FEM-analys

FEM
Modell

Matematisk
Modell

Fysikaliskt
Problem

Forenklingar &
Approximationer

- Felkallor \

1. Diskretiseringsfel: ofullstandig representation av geometrin

2. Numeriska fel: integration m.h.a. Gausskvadratur; maskinfel
(dator) avrundning/trunkation beror bl.a. av K:s konditionstal

3. Approximationsfel: beror av forskjutningsansatsen
N n

e d
UsU = > > Ny
e=11=1

a

Berdkningstid (CPU-tid): tepu € Ny por

N DOF = totala antalet frlhetsgrader
(antalet ekvationer)

o. ar en konstant i intervallet 2 till 3
som beror av typ av ekvationsldsare

och typ av styvhetsmatris (dess bandbredd)

~14.11(24) -



FEM for Ingenjorstillampningar, VT2012 / J.Faleskog
Konvergens, 1D-exempel:

Egenkaper hos
den exakta 16sn.

U= ug+u'(X—xg)

FOrskjutning

Ug

X0

/| ett infinitesimalt omrade kring N
en punkt Xy, kan den exakta Idsnin-

gen beskrivas med konstant plus
en konstant gradient™

/

Konvergens, d.v.s. att u — u da h — 0, kraver att

den approximativa ansatsen, u, skall
1. kunna beskriva

(i) en godtycklig stelkroppsrorelse (ZNi =1)

(ii) konstant tojningstillstand (du/dx = konstant)
2. vara kontinuerlig over elementgranser (kompatibilitet)
| praktiken

g } Lutning = konvergenshastighet
3 Beror av:
» elementtyp
 utvarderingspunkt
» nat (FEM-diskretisering)
maskin-
fel T

log( antal element ) = log( 1/h>)

~14.12(24) -
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Approximationsfel, 1D-exempel:
Studera I6sningen i ett 1D stangelement:

h

o S

X = xo\/\F(’)’rskjutningsansats, polynomgrad p

Expansion av exakt och approximativ 16sning kring Xg:
Exakt: u(x) = cy+cy(x—xg)+... + cp(x—xo)p + cp+1(x—xo)p+1 + ...
ApPProX.: U(x) = Cy+Cqy(X—=Xg) * ... + Ep(x - xo)p
Den approximativa I6sningen kommer att reproducera den exakta
|0sningen upp till polynomgrad p. Restermen, d.v.s. felet i ele-

mentet kommer att vara av ordning O((x — X)) P 1) alltsa

_ p+1
fel = |u—u|sz+1(x—xO) + ...

Eftersom (x-xg) maximalt kan bli h i ett element fas att

~ +1
fel = [G-ul~Ch"
Logaritmera! 065\'e\eﬂ\e“‘§
= log(fel) = logC + (p + 1)logh et qone!

(090 n
= IogC—(p+1)Iog% ; 9«\0\\,‘

~1logC — (p + 1)log(antalet element)

o cdu
Spanning: o = Eg = de
p Langsammare

~lo-o] = ELji—ul~ch
dx konvergens!
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Optimala punkter for utvardering av resultat i ett element

=> Optimala punkter sammanfaller ofta med integrations-
punkter for sk. “reducerad integration”

Rep. Numerisk integration m.h.a. Gauss-kvadratur i 1D:

X2 1 1 m
| = [foodx = | f(&)ﬁ—gda = [F®)de~ ¥ FEgw,
X4 -1 -1 i=1

“integrationspunkt™

Antal integrationspunkter / element

Elementtyp Full ¢ Reducerad <
linjar 2 1
kvadratisk 3 2

red. pkt. S red. pkt.iA/l/Sﬁ
L 4 <& L 4

* ¢ O 4
L |
|
|

| | > & |

®
1 0 1 1 0 1
Linjart Kvadratiskt

> G

Metoder for erhalla 6kad noggrannhet i en FEM-analys:
h—metod: ka antalet element (d.v.s. minska h)
p—metod: Oka polynomgraden i elementens forskjutningsansatser
hp—metod: kombination av h— & p—metoderna

r-metod: optimera utnyttjandet av befintliga element (graderade
nét osv.)

~14.14(24) -
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7. Substrukturering

Metod for analys av mkt. stora komplexa system, dar struk-
turen delas in ett antal mindre substrukturer. Varje substruktur
karakteriseras av inre frihetsgrader (i), samt frihetsgrader pa
randen (r).

Samla alla forskjutnings-

frihetsgrader i vektorerna:
Komlex

struktur »—— Dg, (tillhérande substruk-

turens rand, m st. D.O.F)

substruktur _
D, (tillhOrande substruk-

turens inre, n st. D.O.F)
Krr Kri||Pr| _ |Fr
Kir KD F
(i) Eliminiera de inre frihetsgraderna i varje substruktur.
Varje substruktur kan da beskrivas m.h.a. m frihets-

grader istallet for m + n frihetsgraderna for hela sub-
strukturen.

Analysen utfors i tre steg:

(i1) Satt ithop substrukturerna (assemblera) och analysera
hela systemet. Obs! antalet frihetsgrader som samtidigt
maste beaktas i systemet ar nu starkt reducerat.

(ii1) Varje substruktur utvérderas (“post-processing”) dareft-
er var for sig.

—14.15(24) -
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forts. substrukturering
(i) Elimination av inre frihetsgraderna i en substruktur

Dela upp ekvationssystemet i rand- (R) och inre (1) frihetsgrader

KRR KRI DR
KIR KII DI

med dimensioner: Kgg mxm; Kjynxn; Kignxm; Kgy mxn.

= [,F:R] (Obs! symmetri Ky, = K|TR)
I

Eliminera D; m.h.a. den undre ekvationen K,,Dp + K, D, = F,

_ ol -1
=Dy = Ky F =Ky KigDg
vilket insatt i den dvre ekvationen KD + Ko \D, = Fg ger

-1 _ -1
= [KRR_KRIKII KIR]DR - FR_KRIKII FI

Alltsa, substrukturens mekaniska respons kan utat modelleras med
det reducerade ekvationssystemet

KredDR - I:red

. _ 1
dar Kioq = Kpr—Kg K Kig

_ -1
Frea = FR=KrIK|1 Fy

—14.16(24) -
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8. Problem med bivillkor—Ett exempel

Stel Bestam forskjutningen i P:s riktning!
balk  Speciellt galler att: ky =k, k, = k3 =2k

L Numrering av frihetsgrader:
1 ky [4 o D, Dg 5
')3 AW 2 D, D, ADs
D3
L 450
k2 D10
D
LA i 9
5
K3  /yco De
45
Os
3|4 Randvillkor:
) D;=..=Dg=0, Dg=Dyy=0

OBS! D och Dg ar ej oberoende!
Elementstyvhetsmatriser:

“riktningscosiner”

2
_ | l,,-m Xy =X Yoy
K = k|2 . g = 12 112Myp I12:2 . 27 Y1
€ | _a a I 2 I|
12Mp My ( M@Q
o
ele™®
Elem.1: o——0 lp = 1 L=k a= 10
1 2 My, = 00

2 B )
Elem. 2 / R ARSTRES (4
1 my, = 1/./2 11
1 I - 1/,\/2 _ 1 _1 1
Elem. 3: 12 =ky; =2k, a=%

~14.17(24) -
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Assemblering av elementstyvhetsmatriser:

1 0 ' =10 1
“ ” = rg | | | |
komp.” element 1 = rod 0 01' 0 | 0 #0 Oi 0 , nod 1
“komp.” element2 & 3=svart | 1 ¢! T 1_q4_4q|
0 |1 1| 0 | 0 | i nod 2
1 1! I B R !
I R T TR I -
Kiot = Ko K, + K, = K A . . d3
tot el e2 e3 | -1 1 1 21| 6 no
10, | _ 10 | 7
| | | | nod 4
00?1 % 00 7 s
-1-1-11. 2 0 9
0 | | | | nod 5
I 1-11 -1 '0 2] 10
12 3 45 67809 10%
.O(‘
Ekvationerna 7 & 9 (0vriga D; = 0, d.v.s. kdnda):
k 0/(P7l _ | ol Men,losningen till Ekv.-systemet |
0 2k| | Dq P ar inte 16sningen till problemet .

Ty, D; och Dg ar
linjart beroende:
1

Dg;—>
Metoder for att 10sa problem med “bivillkor”:

(i) Infor bivillkoret pa elementniva (eliminera frihets-
grader), paverkar tranformationen k, — K.

(i1) Lagranges multiplikatormetod

(i) “Penalty”-metod

~14.18(24) -
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(i) Bivillkoret infort pa elementniva:

For element 1 géller: D2 Dg Bivillkor: D- = lD
O—AMWW—0 Dg = Dy
}—»Ul }—»UZ L -~
Dl Dl
1000
Samband lokala/globala Ugl _ {1 00 o} Dy _ . D,
forskjutningar: U, 0010} Dy 007 0} Dg
D D
Ny transformationsmatris }8_\>W_/ |~10]
T
Ta fram global elementstyvhetsmatris mha
av den vanliga transformationsregeln:
1 0| 0o [k 0-k/20]
K—TTkT—OO k -k _ 0O 0 0 O
el ~ e’ ~ 1 -
01/2||-k k 0050 -k/2 0 k/4 0
0 0 | 0 0 0 0

Frihetsgraderna D7 & D9 &r nu eliminerade ur systemet. Den
globala styvhetsmatrisen blir:

“komp.” element 1 = rod [ 1 0 | _1/2 0l 1
“komp.” element 2 & 3 = svart 0 o 0, 0 0o ol
“komp.” el t1,2 & 3=hla e e — -
omp.” element 1, a ; 11 T 1 Zil 3
K=Ky+K,+Kg=kl_ 11 11— -1 -1
el e2 e3 0 _i_ O | 1 _1| | 1 5
L |—1 li 1 -1 6
-1/2 'oi—i_—iifl' T|'£PZ1 0] 9
0 Oi_l —1; 1 —1| 0 2]10
&
_ o 1 2 3 45 6 9 10%
Ekvation 9 (Ovriga D; = 0, d.v.s. kanda): %

GRS

~14.19(24) -
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Allman form for bivillkor:

(Se kap. 11.11 i LB, dar anvéns terminologin “MPC-Equa-
tions”, dar “MPC” star for Multi-Point-Constraint”)

Bivillkor kan formuleras pa den generella formen:

CD-Q =0 n = antalet frihetsgrader
m x{( n§< 1 \m/X 1 m = antalet bivillkor

| det aktuella fallet (Ekv. (7) & (9)) ovan géllerattn=2& m=1

Q representerar vanligtvis en foreskriven forskjutning i

det typiska fallet!
T.ex. kan férlangningen av ett element beskrivas mha Q.

Exempel: ? foreskriv en forlangning 5=d, —d,

° ®
—=d —=d

: d
Kan formuleras i form 1]
av ett bivillkor enligt: 11 1 [dj 4

—~14.20(24) -
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(i1) Lagranges multiplikatormetod:

(Se kap. 11.11 i1 LB & kap. 8.3 i E. Peterman, ““Analytiska
metoder I1”’, Studentlitteratur, Lund, 1993)

Vid ett stabilt jamviktslage har ett systems potentiella energi
U(D) ett minimum, d.v.s. 8U(D) = 0.

| det aktuella fallet kan en unik jamviktslosning istallet tas
fram genom minimering av potentialen U(D) under bivillkoret:
CD - Q = 0 (“optimeringsproblem™). Detta kan astadkommas
genom minimering av den modifierade potentialen:

1 (\ Lagrange-

U, = —D KD-D'F+'(CD-0Q) range-
multiplikatorer

Elastisk t6j- Yttre krafters Bivillkor
ningsenergi potential

oD C A
Minimering m.a.p. D och A ger: r»
"

5U = 8D (KD-F)+86. (CD-Q)+2'C8D = 0

Minumum &r en stationar 16sning, d.v.s. U = 0 géller for
godtyckliga oD och oA, vilket ger ekvationssystemet:

C 0]L~ Q
| det aktuella exemplet ovan fas ekvationssystemet & Iosningen:

k o 1 [/P7 o Dl [—2p/(9k)
0 2k -1/2||Dy = |-P| = |Dy = |-4P/(9K)
1-12 0 ||, | [0 || 2pP/9 |

(Metoden anvands i manga FEM-program, t.ex ABAQUS, ANSYS)

~14.21(24) -
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(ii1) “Penalty’’-metod:
(Se kap. 11.11i LB)
Bivillkoret i exemplet ar grundat pa antagandet om en stel balk. |

praktiken har balken en viss flexibilitet (e] stel) och bivillkoret
kommer ej helt att uppfyllas, vilket ger ett fel e enligt

e = D7 — D9/2
(fel, avvikelse fran
bivillkoret)

e beskriver balkens deforma-
tion och kan uttryckas med
en forenklad modell enligt:

el
o

a

P=ke diar k— o« for

en stel balk
For k < oo kommer elastisk energi att lagras upp i balken enligt
R |

vilket kommer att bidra till att 6ka systemets potentiella energi.

Allmant, kan felet i uppfyllandet av bivillkoren uttryckas som
e =CD-Q

dar e &r en vektor med lika manga komponenter som antalet bi-
villkor. Felet e kommer att bidra till systemets potentiella energi

som totalt blir
- e
T N

har ar kP en diagonalmatris som innehaller styvhetstermer, k'io,
enligt exemplet ovan, vilka hér kallas s.k. “penalty”-tal.
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fortsattning 3. “Penalty’’-metod

Béasta I0sningen erhalls aterigen genom minimering av systemets
potentiella energi, m.a.p. D, vilket har ger

TT
) f[ﬁl_\—//'SD C
5U = 8D (KD-F)+3de (kK(CD-Q)) = 0

Den stationéra losningen galler for godtyckliga oD, vilket
ger ekvatinssystemet:

[K+C'k’cID = F+C'kPQ
‘\/ “Penalty””-matris

“Penalty”-talen véljs av den som analyserar och bor valjas enligt

k'iO = [104 till 108] x [maximala diagonalelementet i K]

Om k'io valjs for stor blir systemmatrisen illakonditionerad!

| exemplet ovan galler att:
k O 0 T 1
K - 9 F - 2 C - b Q -

Prova olika “penalty”-tal i diagonalmatrisen o, (har en 1x1 matris):
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fortsattning 3. “Penalty’’-metod

Ekv. syst.:

D] D
1O4k 1.0001 -0.5 71-10 N 7| = _

P [0.222202
K10.444449

Relativa felet < 10~

Metod Fordel Nackdel
Lagrange exakt tillfor extra
frihetsgrader
Penalty(*) inga nya ej exakt
frihetsgrader

(*) Metoden anvénds ofta i samband med kontaktanalyser dar
bivillkor formuleras som olikheter
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Forelasning 16 & 17

1. Varmeledning—qgrundlaggande samband (1D/2D)
2. FEM-Ekv. for varmeledning i 1D (LQ. kap. 12)

3. Exempel: Termisk FEM-analys 1 1D

4, FEM-EKkv. for termoelastiska material

5. EX.: Mekanisk FEM-analys med temperaturlast

6. FEM-Ekv. for Varmeledning i 2D

~16.1(12) -
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Varmeledning

Varmeflode Q enhet = effekt [W]

Fouriers lag: ’ Temperatur
(“konstitutiv lag”) T'/D
Medium med dx Q=5 Ak
tvarsnittsarea A °Cl. 2,7 W
varmeledningstalet k [mJ Lm ][m OC}
(varmekonduktivitet)

Energibalans / tidsenhet (1D):

Varmekalla q [W/m3]

0Q

+ —=A

Q OX X
Tvarsnittsyta A

[energi in — energi ut] + [tillford energi] = [inre energidndring]

volymelement masselement

0~(0+ 2] 10/an0 =[5 ]

Gz‘varme-

J
kapacitivitet [kg °C J

0Q _ ot
= Tox TUA = AP

. e O ( Ql) el
Med Fouriers lag erhalls: . Akax +gA = cAp P

~16.2(12) -
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Tillstand dar 6T /ot = 0 kallas “steady state™:
* specialfall av tekniskt intresse som behandlas har

%((Akg—D +gA =0

Randvillkor:
e

Rand med tvarsnittsarean A
Omgivningens temperatur T__

(i) foreskriven temperatur T

(i) foreskrivet varmeflode Q = —kA dT/dx

specialfall Q =0 (isolerad yta, inget
varmeutbyte med omgivningen)

(i) Speciella randvillkor: Varmeévergéngstal[ W J
20
Konvektion:  Q = h(T-T_)A m=c
Stralning: Q = acs(T4—Toj)A (beaktas ej har!)

Emissionstal for ytan Stefan-Bolzmans konstant

Konvektion pa begrénsningsytor mellan rander i 1D & 2D:

fungerar som en negativ varmekalla® Effekt bortford pga
1D: P omkret A are konvektion
Konvektion )
fj: Varmeledning ‘Zf@ qkonvA}y% = hl%’f(T -T,)
J WX S A = IR(T-T,)
e Z\V enhet: [W/m]
T(X,y Konvektion

qkonvbﬁ)@ﬁ = ZhM(T_Too)

:>qkonvb = Zh(T_Too)
enhet: [W/mz]

Konvektion (bade ovansida

Varmeledning
och undersida)

~16.3(12) -
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Varmeledning—sammanfattning (1D & 2D)

Under “steady state” forhallanden@T = 0) ges

temperaturfordelningen av:

_ A area
Konvektion
1D: — Varmeledning /Z- P omkrets

| : A F—»X
X=X T(X)J % X=X Omgivninger@
Temperatur _/ Temperatur
e
d d _ W c et
OIX(kA U+qA—hP(T—TOO) =0 [mJ M

dx
) CJ ) Varmeovergangstal
Varmekondukt- Varmekalla W
ivitet [ﬂ}
m°C

[W-J [mZOCJ

m

3

Konvektion

2D:
) Konvektion (bade ovansida
Varmeledning och undersida)
aX(kxbaD+ay(kyba1)+qb 2h(T-T.) = 0 (eae(\

Randvillkor:  féreskriven temperatur T

eller foreskrivet varmeflode Q = —kA(;—l [W]

Speciella randvillkor: isoleradyta Q=0

konvektion fran dndytan Q = hA(T-T,)
(blandat villkor)

—16.4(12) -
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FEM-Ekvationer (1D)—ta fram mha svag form

1. Viktad residual (multiplicera differentialekvationen med

y godtycklig viktfunktion v(x) och integrera)
2

jv(x)( (kACD +qA—hP(T=T ))dx =0
X1
2. Partialintegrera 1:a termen
X2

X2 dv, . dT
v—(kAdUd [ kA—JXl— Yk S

X1

vilket ger den svaga formen for varmeledningsproblemet i 1D:

X2 X2 X2 X2

dv, , dT _ dT7

— KA = dx+ [VvhPTdx = [vadXJX1+ [ vandx+ [vhPT dx
X1 X1 X1 X1

Dela in i element och ansétt en temperaturfordelning i varje element
m.h.a. formfunktioner. Beskriv dven viktfunktionerna i varje
element m.h.a. samma formfunktioner (Galerkin):

vektor som innehaller
Temperaturansats:  T(x) = NT'/\6 elementets nodtemperaturer

Viktfunktion: v(X) = NB = [3 godtycklig vektor
_ _ dT _ dN_. _ dv _ dN _ aTaT
Derivator: Ix dee = BT, ix - dxP T BB

FEM-Ekvationen for ett element blir:

—Q

[\J KAdT/dx

UBTkABdHINThPNdx} = IN'(-Q)Ix. + IN qux+jN hPT_dx
L_Y_J l, l,
e%r—) %K—J(\} —
Om varmekalla definerad i fb

den aktuella noden eller om
elementrand = yttre rand

~16.5(12) -
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Linjar ansats for temperaturfordelningen (1D)

angsta!
kOnduk - var mGO\lerg
bvitet S area Om\(rets

M) W) Ny
M’X Antag att k, h, A och P

, i - ar konstanta i elementet
0 1
dx = 1.d&

Varme

T
Temperaturansats: T=(1-8T, +¢&T, = |:Nl Nz}[ 1] = NT,
— Y T,
Ny N>

ont: 9T AN _dNdE- _ | 11 _

Temperaturgradient: Ix dee_ dz dx T, |:_|e IJTG BT
Elementmatriser

V.L:

Varmeledning 1

1
Ky = IB KABI A& = %I{ﬂ 1 1]de = k'_eALll —11}
0

0

Konvektion 1 1 -
P
Kk_jN hPNI, g—hPIJ[ } 1 g|de = T‘{Zl}
£ 12
0 0
HL: 1 1
f, = jNTquedg+jNThPT dE =
0 o !
= Alj[l ﬂq(g)d&hpmej{ }
k_Y*/
_ |12
W

~16.6(12) -
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H.L. forts.. Omt.ex. nod 2 ar en nod pa randen och
randvillkoret ar i form av konvektion fas att

Nod1l g™ Nod?2

konvektion

_> 4_
Cﬁ/' Q; Q, = -hA(T,-T,)
OBS! Notera att Qq kanselleras av —Q-, i elementet till vanster

vid assemblering av FEM-ekvationens hogerled!

—
dT
-Q = kAd
1 _
SIN'Qp = | 0= [ = % -
Q, 0 Q, hA(T2
- _| 0 |, Qq _ _ |0 O 0 |, Q1
hAT,| |hAT,, 0 hA hAT 0
KW‘JWJ
Flyttas till VL. ———— K Te fy
konvektion fran
) elementet “inre”
varme- konvektion vid
ledning (randnod
Totalt erhalls: [Ky + K+ KT, = f +f,
— KWJ

Ko fe
Alltsa, for ett element fas FEM-ekvationen: KT, = f,

Totala ekvationssystemet erhalls genom “Assemblering” av

alla elementmatriser, d.v.s et
o\e®
Ne Ne
K=Y K, F= Y F
e=1 e=1

~16.7(12) -
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FEM-Ekv. for Termo-Elastiskt material (1D)

[oA]; »Kx@iﬂ# E(;()Afg oA Jamvikt:
X=X LT(x) L»u(x) X=Xo d{%)H(XA =0

Jamvikt insatt i Svag Form ger

Xy X,
d_V _ X2
T (0A)dx = [V(GA)L,’ + IVKXAdX
X1 X,

Konstitutiv Ekvation L gduw'\dg“‘

e=Z2+0AT < o= Ec-Eg,
E
A\JTemperaturéindring fran referenstemp.
: \
Insatt i svag form med & = du/dx ger &
Xy X2 |/X; - »ﬁﬂ\
dv_ ,du X2 dv |
Veal¥yy = 4 [Y
o EAT X = [V(cA)],: + JvK,Adx+ IdXEAgodx:
Xq Xq : Xq |
|
Randlast Volymslast | Termisk last ‘
.. e
FEM-Ekv. for ett element (u=Nd, & v=N'f") %*‘f;e\k“’(
Y o

X2 X2 X2 )
X |
{j BTEAde]de = [N'(6A)]x, + [N'KAdx + [ B'EAZdx)

X X X
L I SR S — H_Y_/ :
K fe fy \ fr y
A N &
° mma‘“\er@(
Spanningsberakning i “postprocessing”-steget: A0 52 o
P g g1 posip g g e 0\&“99 00
\S

N ket O
o = Ee-Eg = Eg—)li—Ego = EBd,-Ezy ol

Formuleringarna i 2D & 3D ér helt analoga med beskrivningen i 1D

- 16.8(12) -
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Berékningsgang: Termo-Elastisk Analys

1. Dela in soliden i element (diskretisera). Utnyttja samma FEM-nat
I den termiska analysen som i den mekaniska analysen.

2. Genomfor den termiska analysen (varmeledningsekvationen
|6ses). Resultatet, temperaturfordelningen i soliden, kommer ut i
form av nodtemperaturer.

3. Genomfor den mekaniska analysen (spanningsberakning).
Anvand samma interpolation for temperaturfordelningen som i
forskjutningsansatsen. T

_ ST
Exempel i 1D: o™ o
0

Termisk analys = AT(x) = N AT,

Temperaturforandring
Ui noderna

Termisk last X, X,
T T
g = aAT = aNAT, = fr= [B'EAsdx = [B'EAGNAT,dx
X1 X1

T.ex. for ett linjart element (naturlig koordinat: 0 < £< 1) galler
om EA« antages vara konstant att

1
N=[1-¢¢ = B=g[-11]
1 © 1 -
f. = |B EAaNAT l.d& = EAal, | = 1-¢¢ dé
| o ELJJ[ ][ATZ
0 0 -
AT, + AT ]
211 1]|AT, 2 1 fra
medelvarde i elementet!
Nod 1 Nod 2
(= —— e
fr1 fro

~16.9(12) -
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FEM-Ekv. for varmeledning i 2D

Konvektion

Varmeledning

Stark Form: Konvektion
(ovansida & undersida)

2(020) + 2 k20) o~ Bncr-7,) = o

Svag Form:

1. Stall upp viktad residual pa integralform

fvox y)(a%(kxbg—D " %(kyb%) +qb - 2h(T—TOO)) dA = 0

A

2. Partialintegrera term1 & term 2

. oV Ql)
x-led: (V K b81> dA = .[ax kXb@di .[ ( Xb@x dA
)
N
skriv om m.h.a. Gauss sats term 1

= dy =d/cos6 = n,d/”

Yo %o(Y)
J(%Fdxdy = j{ j g)—(Fdx]dy =
A

yq LX1(Y)
Yo

= [IFOM), ) - FOqy), 1y = [Fndr
Y1 r

~16.10(12) -
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forts. svag form for 2D-varmeledning:
Alltsa, partialintegration av term 1 resulterar i

[v £(koS A = - a_x Y Tbda+ v k,Sn,bd
I

Partialintegratlon av term 2 ger pa samma satt

( UdA [ k —ybdA+Ivk T pdr

Insatt i svag form ger (lat a_x( ) = ( )iy ):

:I|:V V:|kx0 T1x\i
VL. I(V’xkxT +V, kT )bdA + [v2hTdA 1L g g ) 5

A N A -7

H.L.: Iv (k,T, ., + k T,y)bdr+jvqbdA+jv2hToodA

XX
I A A

Dela in soliden i element; temperaturansats i varje element m.h.a.
formfunktioner och beskriv viktfunktionen m.h.a. samma formfkn.

Ex. linjara 3 T2 ng = antal noder

standardelement: W | elementet
I OBS! bara en fri-

hetsgrad per nod!

Temperaturansats: -Tl-
TOGY) = Ny Ty + N, T, = [Nl Nnj L] = NT
Temperaturgradient: o Tn
H _ {NLX N] - ot
T, Nyy - Ny oy T.nd fe{ (et

Viktfunktion: v(x,y)=p'N' = |:V’x V,y] =p'B’

~16.11(12) -
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FEM-Ekvationen for ett 2D-element blir:
2xny)
UBTDBbdA+ J.NTZhNdA}Te =

@_V_/&_Y_/

Ky Ky konvektions-

J varmekalla term
——

= [N'(-Q)bd7+ [ N'gbdA + [N'2nT, dA

e Ae Ae
o LY_J%K—/

varmeflode Gver fy
elementranden 0

n

dar Qq = |-T, T, J| X ||

0 ky n,

Bidrar endast vid yttre rand, da bidrag fran angransande
element tar ut varandra i det inre (se L.Q. 309)

Exempel: Bilinjart 4-noders element (antag att k = ky =k,
h och b ar konstanter):

A77
4 1 3 LY 4
—1 dA. |1 ~g —
ﬂn Arearelation: 5
O O L X
—1 —
1 2 JIdA,, = dA,,

Elementmatriser/vektor:

Varmeledning: 11 Konvektion: 11
Ky =kb[ [B'BlIdgdn K= 2h [ [N'NIJ|dédy
-1-1 -1-1
11 11
f, = b”NTq|J|d§d;7+2hTooj INTIJIdédn
-1-1 -1-1

~16.12(12) -
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