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Tentamen i FEM for ingenjorstilliimpningar (SE1025) den 12 mars 2009 kl. 8-13.

Resultat kommer att finnas tillgingligt senast den 2 april. Klagomal pa riattningen skall vara fram-
forda senast en méinad dérefter.

OBS! Tentand &r skyldig att visa legitimation plus kvitto pa erlagd karavgift. Skriv endast pa en sida
av bladet. Skriv tydligt namn och personnummer pa varje blad. Losningar som &r otydliga
och svéra att folja kommer inte att bedommas.

Hjéalpmedel: Formelsamling i Héllfasthetsldra, TEFYMA, BETA och riknedosa.
Examinator: Jonas Faleskog, tel. 790 8977.

Betygsgrinser: F(underkidnd) p < 10 ; FX(mgjlighet till kompletteringstentamen) p > 11; E p > 13;
Dp>15;Cp=17;B p>20; A p>23, dir (p = tenamen+bonus).

1. [4 poéng] En maskindel (A i figuren till hoger) &r upphédngd i A
fyra fjadrar. Fjddrarna 1, 2 och 3 har alla fjaderkonstanten k.
Fjader 4 har fjdderkonstanten 7k, dir 7 dr en dimensionslos
konstant. Maskindelen belastas av kraften P, se figuren till
hoger. Bestim 7 s att maskindelen vid belastning ror sig

utmed linjen y = —5x.

2. [3 podng] Ett linjarelastiskt system bestar av tva stinger, dar

elasticitetsmodulen, tvdrsnittsarean och ldngden for respektive E A L E 34, L
stang framgar av figuren till hoger. Still upp den elastiska ener- == =t Co—
gin for systemet, W = W(u,, u,, u3) (OBS! inte den komple- uy, fi uz, fo uz, f3

mentéra elastiska energin). Ta sedan fram relationen mellan
krafter och forskjutningar pa styvhetsform m.h.a. av lamplig
sats av Castigliano, samt bestdm stingernas normalkrafter for fallet u, = &, u; = u; = 0.

3. Svag form och virtuella arbetets princip dr ekvivalenta i

ZW
solidmekaniska problem och dr bada uttryck for jamvikt. For -9 P
Euler-Bernoullis balkteori ges den svaga formen enligt f T T T . r 1 .
X X2 X =X X=X
[vrEwdx = [vT] = [v' M1+ [vgdx T
Xy Xy q ’ :I)T l{:
M TY™M

X X1
diar v = v(x) dr en godtycklig viktfunktion, E elasticitets-
modulen, / yttroghetsmomentet och dvriga storheter framgar av figuren ovan till hoger.

(a) [3 podng] Hérled motsvarande uttryck med hjdlp av virtuella arbetets princip. Utga ifran det
inre virtuella arbetet givet som

X2
sw = [ [secdadr,
)ClA
déar 0¢ ar den virtuella tojning som dr kompatibel med den virtuella forskjutningen dw, o ar
normalspénningen i x-led och 4 balkens tvérsnittsarea. Har méste sambanden ¢ = —zw"
(kompatibilitet) och 6 = Ee¢ (konstitutiv Ek.) utnyttjas. Uttrycket for det yttre virtuella arbe-
tet, S erhalls sedan genom att relationen M = —EIw" och jaimviktssambanden ¢ = —7"

och 7= M' utnyttjas.
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(b) [2 podng] Ta fram FEM-ekvationen (anv. Galerkins metod) till den svaga formen ovan for ett
clement, d.v.s. identifiera storheterna i ekvationen k,d, = f,.

(c) [2 podng] I en tillimpning enligt figuren nedan till véinster belastas en balk med en jimnt
utbredd kraft per langdenhet g,. Figuren nedan till hoger visar en FEM-modell av balken
bestdende av tvé stycken 2-noders balkelement av lika langd. Bestdm My, Mp, Pg och P, s&
att de pd ett ekvivalent sétt beskriver den utbredda lasten i figuren till vanster.

90 Py Pc

T o to I[E%

N El 4L | 7 §% Kj\? s
A B

4. [4 podng] En rektanguldr plat belastas av sin egentyngd enligt y ‘
figuren till hoger, dér g ar tyngdaccelerationen. Densiteten i plé- ﬁ tjocklek A
ten varierar enligt p = py[1 —y/(4b)]. Pliten modelleras med 2b |

ett plant bi-linjart element. Bestim egentyngdens bidrag till ele- 4 3
mentlastvektorns komponenter tillhdrande nod 3, dér integralen g |1 P

skall berdknas numeriskt med Gauss-kvadratur. Vilj sd& ménga X
integrationspunkter som behovs for exakt utvdrdering av integra- 2a

len. Ledning: om m integrationspunkter anvinds, kan ett poly-
nom av gradtal 2m — 1 integreras exakt.

5. En triangelformad plét enligt figur (a) nedan belastas av en punktkraft P med 6 som den resulte-
rande forskjutningen. Platens dvre del kan glida i horisontell led, men inte forskjutas i vertikalled.
Materialet dr isotropt linjart elastiskt med elasticitetsmodulen £ och Poisons tal v = 0.30. En rela-
tivt grov FEM modell av hela platen bestdende av endast tva linjéra triangelelement (plan spénning)
kan ses i figur (b). Elementens styvhetsmatriser dr givna i figur (c) nedan.

(a) [2 poing] Ett elements forskjutning i t.ex. x-led kan skrivas som u = ¢, +cx/l+c,y/1.
Betrakta element 1 och bestim koefficienterna c(, ¢y och ¢, som funktion av elementets
nodforskjutningar i x-led (u, u,, u3) och identifiera elementets formfunktioner.

(b) [3 podng] Bestam styvheten i lastangreppspunkten, £ = P/J. Notera att berdkningen underlittas
avsevirt om geometrins symmetriegenskaper utnyttjas, t.ex. ricker det med att analysera en
“symmetrihalva” av pléten.

(c) [2 poéng] Berdkna de normaltdjningar som uppstar i element 1 och element 2.
2l

P _ -
4 () 35 0 0 -35 35 35
N 0 100 30 0 30 —100

(@) K, _Eh| 0 -30 100 0 -100 30

[ 1821 35 0 0 35 35 -35
~35 30 -100 35 135 —65
|35 —100 30 -35 —65 135

tjocklek A

35, 0 -35 35 0 35
0 100 -30 —100 30 O
. — Eh|-35 30 135 65 100 -35
2

182135 100 65 135 -30 -35
0 30 —100 —30 100 O
135 0 -35 35 0 35
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FORMELBLAD (komplement till kap. 21. i Formelsamling i Hillfasthetsléira)

GLOBAL BESKRIVNING FOR ENDIMENSIONELLA ELEMENT

Ke:kafa dir a = | sC ¢ = cos¢
-a a 2l s = sing

12 [ lyy = cosg. = (x,—x)/L
m
alternativt a = 12 T myy = cosg, = (y,—y)/L

2
Liymyy  m, 5 5
L= /\/(xz_x1) +(J’2_y1)
OLIKA FINITA ELEMENT

1 L

2 ) N, =1-§
1D: ) 0 _ 1 - dN 1
447, ¢1C|: | ¢2 (&) = I:Nl N2j| 1] N, =t B = 'd'; = Z|:_1 1:[
| & - ) 2
0 1 X
N 14N
Balkelement: Utbojning: w(g) = Nyd, + Nyd, + Nydy + Nyd, = Nd,, B == = ==
dx*  L7dg
B 3
d /i\d3 N, = (2-38+8%)/4
~ 2L EI & Ny = L(1-&-&+&")/4
d, dy 3
| I & Ny = (2+38-¢)/4
1 0 1 . s
Ny = L(-1-¢+8+8)/4
1 3 3L -3 3L 1 . 9
T 1 31 41% -3L 21° T 1+¢ L3 LBl aL
B BLdE = — N o+ (=5 )rde = L + LD
Jl : 20°|-3 3L 3 3L Il (a B( ZD SR TR0 g
3L 21% 3L 41° “L/3 6L

Numerisk integration (Gauss-kvadratur):

1 nm; 11 m; m;

I= [FEde~ Y Few, 1= [ [FEmdedn~ Y 3 FE,n)ww,
-1 i=1 ~1-1 i=lj=1
111 m; o m; oy

! J

I=[[[FEnoddd= 3 S 3 FE.;, owwmwy

-1-1-1 i=1j=1k=1

146 CHAPTER 7 FEM FOR TWO-DIMENSIONAL SOLIDS

Table 7.1. Gauss integration points and weight coefficients

m & w; Accuracy n

) 2 1

2 —1//3,1//3 1,1 3

3 —J/0.6,0, /0.6 5/9,8/9,5/9 5

4 —0.861136, —0.339981, 0.347855, 0.652145, 7
0.339981, 0.861136 0.652145, 0.347855

5 —0.906180, —0.538469, 0, 0.236927, 0.478629, 0.568889, 9
0.538469, 0.906180 0.478629, 0.236927

6 —0.932470, —0.661209, —0.238619, 0.171324, 0.360762, 0.467914, 11
0.238619, 0.661209, 0.932470 0.467914, 0.360762, 0.171324
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Plana element (2D):
3-sidigt triangelelement: _dl x_
dly
Forskjut- {u(x,y)} _ [N 0 Ny 0N 0 d = Nd d = dax
ningar:  [v(x,y) 0N, ON, ON, ¢ ¢ ¢ dy,
1 d3x
N] = ﬂ;[@z*)@)(x*xg)+(x3*x2)(y*J/2)] _d3y_
d2x 1
Nz = 52‘[0’3_)’1)(35_)53)"'(351 _x3)(y_Y3)]
e
1
N3 = H[O’l*J’z)(x*xl)""(xz*xl)(y*yl)]
e
Tojningar: |&,, ON./ox 0
e, =Bd, B=[B B,B| B =| 0 0N/
Y ON,/dy ON,/ox
4-sidigt isoparametriskt element:
d
Ay 3
dy, Y,
d3x 4 3
d d4x
ly 5
d2y 1 2
d
lx 4 Ny =(1-8)(1-n)/4, Ny=(1+&)(1-n)/4
2
> X Ny=(1+8)(1+n)/4, N, =(1-8)(1+n)/4
Forskjut- u(&,m)| _ N1 0 Ny 0.N; 0 Ny 0 d = Nd
ningar: v(E, M) 0N, ON, 0N, 0N,J|° ¢
o ON/ox 0
Tojningar: ¢ = ¢ | =Bd, B=[B B,B;B] B=| 0 oN/dy
Ty _8Nl./6y ON,/0x
dip |ONi/0x| _ 1 |ON;/08 5 - |oxsae ay/aﬂ
ON,/dy N,/ Ox/om 8y/d
o o o o
Spénningar:
cYxx 1v 0 1v 0
_ _ _ E B E(1-v)
- - - £ PS - EU-v)
S T I e U A A e ey | NN
o 00 (1-v)/2 00 (1-v)/2

t = spadnningsvektor

FEM Ekv. (ett element): {J. B'CBd V} d, = D. N'tds + _f N'Kd V} K = volymskraft
S vV

14

e e e
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LOSNINGSFORSLAG: FEM FOR INGENJORSTILLAMPNINGAR, 12 MARS, 2009

Randvillkor: D; =D, =D3=D4=Ds=Dg=D7;=Dg=0
F,,=-P

i i

s eue[ o]

D _1/ID
Red. Ekvationssyst. (Ekv. 9, 10): &, [al +a,tay+ 7734} [ 9] - {3 tnn 1} [ 9] _ {0}
DIO

) a. —a.
Elementstyvhetsmatriser: K, = ki[ ! i
-a

Villkoret Dy = —5D,, insattiEk. (9) ger: 3+ n-5(n-1))D;, =0 = n=
2.

Elastisk energi: W = %{(uz — ”1)2 + %c(u3 — u2)2 dir k = £d
- /i 1 -1 0"
Castiglianos 1:a sats ger Ek. syst.: f; = P = = k-1 4 -3]|u,
A 0 -3 3]|u,
For specialfallet uy =8, uy =u3 =0 fds: f| = —k3, f, =4kd, f3=-3kd
] Element 1
Normalkrafterna (snitta elementen):  f; = —k8 —» = —f; = kd
Element 2

N = f; = -3k8 <—[:a—>f3 = —3kd

3(a).
Virtuella arbetets princip—Euler Bernoulli balk: I
X, X2 *2
- o = —zow" l
s = Iszchdx = { ¢ Zow } = J-SW”EW” 22 dd|dx = IESW"EIW”dx
c = —-Ezw"

xlA X, X sz X

e) X M =T
M = —EIw" = W9 = [ow(-Mydr = - [swMI] + [SwMdx = -
! T"=T-¢q
X *2 X

= —[Sw' M+ [SwTT - j Sw(—q)dx
Alltsa, s = 5’9 = [owErwdy = [8wTT, - [8w'M], + [ Swqdx

X1 X1

Identisk med svag form om ow =v
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3(b). Forskjutningsansats: ~ w = Nd, d_vzv = d—ljde = Bd,
dx dx
2 2T
T
Viktfunktion: v = Nb, = b/N" d—; —p’d N —b'B
) dx dx
Insatt 1 svag form ger:
T K T 7| oTop® [AN' 7 R T men b,
b.| [B'EBdx|d, = b]| [N T]xl—[—a—)-c—ML1+ [NTgdx & godtyeklig
X1
— TN - =k d, = f,
ke fe
3(c).
FEM - modell, balkelement (/; =/, = 2L): Formfunktioner:
3
é‘:’ el HT\] e2 Hg N2:L(1—§—§2+g3)/4
D, \‘D4 \‘D6 Ny = (2+35-8")/4
| | =& B 2 .3
-1 0 1 Ny=L(=1-&E+& +&)/4
Ekvivalenta nodkrafter fran utbredd last (¢(x) = —q): Fy C ]
Utnyttja formelbladet! 1 ) ) L/3
1 Assemblering av F 5
T L/3 : = "3 = _
f,=1, = J‘N q,Ldé = —Lq, clementlaster: F p Lq, 0
o 1 4
~L/3 F, 1
Identifiering ger sedan att: F |—L/3]
qu - o
0
4:

. _ — 1+ _
Koordinat- | x = a( &)}:J = (400 13] = ab, /0:,00(1—1):,00(3 T])
transformation: = p(1+n) 0b 4b 4

11
Bidrag fran volymslast T ) 0
till elementlastvektorn: 16 = I I Nf Jlhdedn  dar £, = pog
O —(3-1m)/4
=l
For nod 3 giller: f;, = 0, f3y = J'J'N3(—p0g(3?TnDabhdé’;dn dir Ny = W‘M

-1-1 11 )
= fy, = —pogabhl dir = [ [F(emydedn, F(gq) = LIRGET-n)

16
~1-1
Gauss-kvadratur (1 pkt. i &-led och 2 pkt. i 7-led ger exakt 16sning):
&led: &, = 0, Wy = 2 n-led: n, = —1/«/§,w,71 =1; n,= l/«/§,wn2 =1

2
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S(a):

Linjar forskjutningsansats: u = ¢, +c,x/[+c,y/1
Koefficienterna uttryckta i nodforskjutningar:
u, = {x=y=0} = ¢,

uy = {x=0,y=1} =cote,=ecy =uy—u; (=u = (1—§)u1+§u2+@_’7‘)u3
uy = {x=y=1} = cytec,te,=cy = uy—uy —— ——

3(b):

Analysera t.ex. hoger symmetrihalva:
polom

Reducerat Ek. syst.

Eh 100 30| |4y _ |-P/2| _ |4y _ _P 1
182|230 100| | d,, 0 d,| ENho3

% © k=§={8=—d1y}=Eh
R )
S(c):
Tojning i element 1:
€ _
€ = gx=Bd dar d=—£[1 ]T B=1001101(1)
) e e £p0103000] - 710 -100 0
¥ -1 0011 -1
L' X))
g Allstd, normaltdjningarna i element 1 ar:
x -0.3
_ P N
MEITE x TE Y EC
[ Vxy) 0 vilket p.g.a. symmetri dven dr normaltdjningarna i element 2.
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