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Tentamen i FEM for ingenjorstilliimpningar (SE1025) den 5 juni 2009 Kl. 8-13.

Resultat kommer att finnas tillgdngligt senast den 23 juni. Klagomal pa réttningen skall vara fram-
forda senast en méinad dérefter.

OBS! Tentand &r skyldig att visa legitimation plus kvitto pa erlagd karavgift. Skriv endast pa en sida
av bladet. Skriv tydligt namn och personnummer pa varje blad. Losningar som &r otydliga
och svéra att folja kommer inte att bedommas.

Hjéalpmedel: Formelsamling i Héllfasthetsldra, TEFYMA, BETA och riknedosa.
Examinator: Jonas Faleskog, tel. 790 8977.

Betygsgrinser: F(underkénd) p < 10; FX (mgjlighet till kompletteringstentamen) p > 11; E
p=213;Dp>215;Cp=>17;B p>20; A p>23,ddr (p = tenamen+bonus).

L. [5 podng] En maskindel som enbart kan rora sig i horison- ¢
tell led ar kopplad till tva fjddrar via noderna 1 och 2.
Maskindelen kan i sammanhanget betraktas som stel. Syste-
met innehéller dessutom en tredje fjader, se figuren till hoger. .
Maskindelen patvingas en forskjutning ¢ &t hoger. Bestim  maskin-
den kraft som kravs for att &stadkomma detta. del 7

2. [3 podng] Figuren till hoger visar ett triangelelement, dér - A
nodkoordinaterna dr givna. Elementets nodforskjutningsvek- Uy
tor visas ocksé i figuren, dér u; och v; dr nodforskjutningar i v,
x- respektive y-led for noden i. Forskjutningen 1 t.ex. x-led

ges for det aktuella elementet av en linjdr ansats pad formen q =
u = cy+tcx/L+c,y/L. Identifiera koefficienterna c, ¢; V)
och ¢, 1 termer av nodforskjutningarna uy, u, och u3, samt

bestdim elementets formfunktioner. "3
V3
3. [3 poédng] En k Ibalk " lagd pé ett stod
3. [3 poidng] En konsolbalk som é&r upplagd pa ett sto 2. PO, Py.5,
belastas med krafterna P; och P,. Vid belastningen for- EI
skjuts lastangreppspunkterna 6, respektive 6,. Den elas- .
tiska energin, W, och komplementdra elastiska energin, L ‘ L & L ‘
W, for balken kan dé uttryckas som ' 1 '
3
3 EI 2 2 — 1L 2 2
W = %5(8081 +246,6, +76;) och W = I'g—zﬁ('njl —24P P, +80P;).

Tag fram relationen mellan krafter och forskjutningar badde m.h.a. Castiglianos 1:a och 2:a sats och
visa att de tva resulterande ekvationssystemen ar identiska.

4. Figuren till hdger visar en balk som belastas av sin egentyngd
per volymsenhet, pg, dir g dr tyngdaccelerationen och p dr bal- L
kens densitet, vilken varierar enligt p(x) = py(1+x/(2L)). ’f T T T I T ox

Z,W

Balken har elasticitetsmodulen E, yttroghetsmomentet / och x:?
tvirsnittsarean 4. Balkens utbojning (vertikal forskjutning), w,
ges av 10sningen till differentialekvationen )T T i (
M Y M
& Elil-z—l” + A(1+—’f-) =0
dx?U dx? Pos 2L
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(a) [1 podng] Antag att p,, g och A4 dr konstanter och visa att den svaga formen ar

L

_{jx Ii—fdx - 1] —E—ML —pogAj ( de

dér v dr en godtycklig viktfunktion, 7 dr tvédrkraft och M ar moment (enligt figuren ovan).
Sambanden 7" = —(EIw")" och M = —EIw" har utnyttjats vid rdnderna.

(b) [2 podng] Ta fram FEM-ekvationen (anv. Galerkins metod) till den svaga formen ovan for ett
element, d.v.s. identifiera storheterna i ekvationen k,d, = f,.

(c) [4 poédng] I en tillimpning enligt figuren nedan ar
balken upphéngd i tva vertikala f ddrar, vardera
med fjaderkonstanten k = EI/ L’ Dessutom ir
balkens éndar forhindrade att rotera. Balken belas-
tas enbart av sin egentyngd. Analysera balken med
ett tvd-noders balkelemet och berdkna dess for-
skjutnig i punkten x = 0.

5. En rektangulir skiva enligt figuren nedan (b « L, tjocklek /) belastas med en kombination av ren
bojning och ren dragning. Materialet ar isotropt linjart elastiskt med elasticitetsmodulen £ och Poi-
sons tal v = 0, dir plan spanning antas gilla. En forenklad FEM-analys skall genomforas dir
endast delen ndrmast till hoger om symmetrisnittet betraktas och modelleras med ett kvadratiskt bi-
linjart 4-noders element. Koordinaterna for de fyra noderna i nummerordning ar: {0, —-b}, {2b, —b},
{2b, b} och {0, b}. Kombinationen av normalkraft och moment anbringas elementet i form av en
spanningsvektor, t, verkande pa ytan mellan nod 2 och 3, se figuren nedan.

(a) [1 poidng] Hur minga frihetsgrader maste 1asas, d.v.s. foreskrivas med forskjutningen noll for
att elementet ej skall stelkroppsforflyttas eller stelkroppsrotera? Ange vilka (observera att
flera alternativ finns)?

(b) [2 podng] Bestim spanningsvektorns bidrag till nodlastvektorn F.

(c) [4 poédng] Bestim normalspénningen i x-riktningen i elementet som funktion av ldget. Utgé
ifrAn nodforskjutningarna givna i figuren. Ar 16sningen exakt?

- L > L > dy, 0 o]
P : P
d
pr L - T iy 0 0
dyy 1 1
d
T =0, |! 40,2 dy, I I
- 0 0 dy, 0 !
I 7 Y P 3u d 0 0
GN = 5,0y~ —2 4x 0 0
2bh 2b°h d, - -
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FORMELBLAD (komplement till kap. 21. i Formelsamling i Hillfasthetsléira)

GLOBAL BESKRIVNING FOR ENDIMENSIONELLA ELEMENT

2 c = cos¢
K, =k?*? dir a= | 5¢
-a a sc §2| 5 = sing
12 [ lyy = cosg. = (x,—x)/L
m
alternativt a = 12 12 my, = cos¢y = (,—y/L

2

Lipymy, mi,

2 2

L= /\/(xz_x1) +(J’2_y1)
OLIKA FINITA ELEMENT

1 2
. N, = 1-¢
1D: e 0 ¢ b(E) = [N1 Nz} 0, 1 g - dN _ l[—l l}
' F» & by N, =¢ dx L
[ | \—Y—J 2
0 1 X
N 1N
Balkelement: Utbojning: w(g) = Nyd, + Nyd, + Nydy + Nyd, = Nd,, B == = ==
d’  Lde
B 3
d /1\% N, = (2-38+8)/4
~ 2L EI & Ny = L(1-&-&+&")/4
d, dy 3
| | & Ny = (2+35-¢)/4
— 0 1
! Ny = L(-1-&+&"+8)/4
1 3 3L -3 3L 1 3L 6L
T 1 31 41% -3L 21° T ol B|-L?
B'BLdE = — N'(a +BE)Lde = & + B
J : 203-3 3L 3 -3L Il (a+Bo)ds =3 15] 61
—1 _
3L 217 -3L 4L° 12 _1?

Numerisk integration (Gauss-kvadratur):
1 N; 11 N; N,
1= [F&)de= Y Fepw, 1= [ [FEmdedn= 3 3 FE,m)wow,

-1 i=1 -1-1 i=1j=1
111 N; N, N

1= [ [ [FEnodedis 3 3 3 FE.m, Cowpww,

—1-1-1 i=1j=1k=1

146 CHAPTER 7 FEM FOR TWO-DIMENSIONAL SOLIDS

Table 7.1. Gauss integration points and weight coefficients

m Ej w; Accuracy n

10 2 1

2 —1/43,1//3 1,1 3

3 —/0.6,0, /0.6 5/9,8/9,5/9 5

4 —0.861136, —0.339981, 0.347855, 0.652145, 7
0.339981, 0.861136 0.652145, 0.347855

5 —0.906180, —0.538469, 0, 0.236927, 0.478629, 0.568889, 9
0.538469, 0.906180 0.478629, 0.236927

6 —0.932470, —0.661209, —0.238619, 0.171324, 0.360762, 0.467914, 11
0.238619, 0.661209, 0.932470 0.467914, 0.360762, 0.171324
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Plana element (2D):
3-sidigt triangelelement: _dl x_
dly
Forskjut- {u(x,y)} _ [N 0 Ny 0N 0 d = Nd d = dax
ningar:  [v(x,y) 0N, ON, ON, ¢ ¢ ¢ dy,
1 d3x
N] = ﬂ;[@z*)@)(x*xg)+(x3*x2)(y*J/2)] _d3y_
d2x 1
Nz = 52‘[0’3_)’1)(35_)53)"'(351 _x3)(y_Y3)]
e
1
N3 = H[O’l*J’z)(x*xl)""(xz*xl)(y*yl)]
e
Tojningar: |&,, ON./ox 0
e, =Bd, B=[B B,B| B =| 0 0N/
Y ON,/dy ON,/ox
4-sidigt isoparametriskt element:
d
Ay 3
dy, Y,
d3x 4 3
d d4x
ly 5
d2y 1 2
d
lx 4 Ny =(1-8)(1-n)/4, Ny=(1+&)(1-n)/4
2
> X Ny=(1+8)(1+n)/4, N, =(1-8)(1+n)/4
Forskjut- u(&,m)| _ N1 0 Ny 0.N; 0 Ny 0 d = Nd
ningar: v(E, M) 0N, ON, 0N, 0N,J|° ¢
o ON/ox 0
Tojningar: ¢ = ¢ | =Bd, B=[B B,B;B] B=| 0 oN/dy
Ty _8Nl./6y ON,/0x
dip |ONi/0x| _ 1 |ON;/08 5 - |oxsae ay/aﬂ
ON,/dy N,/ Ox/om 8y/d
o o o o
Spénningar:
cYxx 1v 0 1v 0
_ _ _ E B E(1-v)
- - - £ PS - EU-v)
S T I e U A A e ey | NN
o 00 (1-v)/2 00 (1-v)/2

t = spadnningsvektor

FEM Ekv. (ett element): {J. B'CBd V} d, = D. N'tds + _f N'Kd V} K = volymskraft
S vV

14

e e e
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LOSNINGSFORSLAG: FEM FOR INGENJORSTILLAMPNINGAR, 5 JUNI, 2009

Randvillkor: D2 = D4 = D6 = D7 = Dg =0
D, =Dy =06 (forskriven forskjutning)
=> R, R (reaktionskrafter)

) a. —a.
Elementstyvhetsmatriser: K, = k{ g 1

—a; a;
111 11 -1 10
a, = = ,a, = = , a3 =

kZ

Red. Ekvations-  |k,/2 0 0 5| IR, bs = 5510
syst. (Ekv. 1, 3, 5): 0 ky/2  —ky/2 5| = R, = R, = 3k, /2

_ el (D
0 k2 /2t k|17 L0 Ry = koky/(ky+2ky)

k kyk
Kraften som krévs for att forskjuta maskindelen 6 blir: R+ R; = (31 + T j_ 23 T )
2 3

2.

Ansatsen utvirderad i noderna ger:  u; = ¢ co = U

Uy = cygt2c,—cy = c; = (uytuy—2u,)/3

Uy = cypte toe, ¢y = LQuy—u;—u,)/3
Insatt 1 ansatsen ger: u(x,y) = %( - gL{ _Z u, + %G —%)uz + %(E + %L)—/) Us
Formfunktioner: N N, Ny
3.
Castiglianos 1:a sats: Castiglianos 2:a sats:

. _
Pi:%V: 1:13_31%1[8012}51 5i=2—;V:> 5
i P, L |12 7|8, i )

Styvhetsmatris  k Flexibilitetsmatris o
3
Om idenstiska relationer: I = ko = iE—i 8012/ 1L | 7 -12 _ |1 0] okl
1373112 7|96EI|_12 80 01
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4(a).
L
Multiplicera med viktfkn.: J-v[(EIw")” +p0gA(l + %)}dx =0 (1
L L L
Partialintegrera: Iv[(EIw")”]dx = [v(EAw")’]fL— Iv’[(EIw”)’]dx =
-L -L L
_ "y L ' ” L ” " (2)
= [V(EAW")' 12, = [V/(EAwW")] ; + Iv EIw"dx
(2)insatti(l)med 7 = —(EIw")" och M = —EIw" ger svag forrn' L
L
Iv"E]w"dx = 11", - [v'M1, pOgAj ( L)dx
-L
d’w _ &N
4(b). Forskjutningsansats: ~ w = Nd, — = —d, = Bd,
dx dx
2 20T
T
Viktfunktion: v=nNb, =N LY pldN T
] dx dx
Insatt 1 svag form ger:
L L T
T _L men b
T T I 4 R dN° T( X ) e
[ B'EBdx|d, = b | [N'T], ok ML ~pogAd [N+ 37)dr | 4o oiyektie
—L B —L
T N =k, d, = f,
4(c).
FEM, clement- Elementstyvhetsmatriser:
indelning: s 3 3L -3 3L
2 2
Ky, = J‘B EIBdx = E13 3L 4L7 -3L 2L
2L, EI o 21°1-3 3L 3 -3L
= 2 2
i, 3L 2L° 3L 4L
(I) Il > 2000
Ko, = El10 00 0| Bidrar enbart med
2010020 styvhet i DOF d; & dy
Forskjutningsrandvillkor: d, = d, =0 0000 4
L
Po8AL| of
Lastvektor, beakta enbart utbredd last: F g .49 = —£084 j N (1 + > L)d =30 3
-L
—11L

Reducerat ekvationssystem, Ekv. (1,3):
4
EIs5 -3||d| _ PogAL|4 di| _  PogAL 119
20°|-3 5]|d, 5 e d, 20ET |21
Balkens utbojning i1 punkten x = 0 (§=0) fas m.h.a. forskjutningsansatsen (approximativt) enligt:

pogAL®
w(E=0) = N,(0)d, + N;(0)d; = _OT
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S!a!. 3 DOF, t.ex. dlx = dly = d4x =0 eller dlx = d4x = d4y =0.

5(b). Bidrag fran spanningsvektorn:

dS = hdy = hbdn

f = INTtdS={
p &= Ly=5bn

e

Har gélleratt N, = N, =0, N, =(1-m)/2, N;=(1+n)/2
P(-n) " d+n) P d-n) "d+n) 1
—— = — = 1 — = — — p———
= L 5 dan Ll 7 dan L 5 ndn Ll 7 ndn = -3
Om Sum
= foax = bh(GN_‘g‘)» Js3x = bh(GN+—:;)—>
T Om
= f,=hboy[00101000/+4b=3"[00-10100 0
S(c). Normalspinningar: c = Ce dir & = Bd,
Nodforskjutningsvektorn (given): d, d. = Z_bG 1), 4b o |1
d 2 E N 0 3E M1
d,=| % dir d, = d, = 0,
4 d, = 226 |1 + 225 |1
d4 3 E N 0 3E M 1
B-matrisen: B = [Bl B, B, 34}
Med Jacobi-matrisen J = 0x/08 Oy/9%| _ b0
0x/0on 0y/on 0b
1-7 0 1+ 0
fas By =771 0 -(1+9) Bs=gzl 0 1+¢
Tojningar: ~(I+e) 1-7 I+eltn
Ey L2 [(1=m)+(1+n)] 1 1b [-(A-m+{+n)]
y 4b E Y 4b3E Y
ny yxyN yxyM
oy 1 S, 2n
T E | SN| T 3E| S
nyN yxyM
Spanningar: r 7 5 Losningen dr exakt for span-
SN, 2%m ningen som dr konstant dver
o — 42 4 oy t=o,n g
G - * _ Ce = Y _ NCU3TMT rsnittet (oy) och approx-
Oy 0E 0 £, o, imativ fOr spdnningen som
Ty 00E/2 . varierar linjért Gver tvérsnit-
Ty X tet (o). For den senare &r

plan spanning (v=0)
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den exakta losningen lika
med G,,77.
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