KTH - HALLFASTHETSLARA

Tentamen i FEM for ingenjorstillampningar (SE1025) den 17 mars 2010 Kkl. 8-13.

Resultat kommer att finnas tillgangligt senast den 7 april. Klagomal pa rattningen skall vara fram-
forda senast en manad darefter.

OBS! Tentand ar skyldig att visa legitimation. Skriv endast pa en sida av bladet. Skriv tydligt namn
och personnummer pa varje blad. Lésningar som &r otydliga och svara att folja kommer inte
att bedommas.

Hjalpmedel: Formelsamling i Hallfasthetslara, TEFYMA, BETA eller liknande och raknedosa.
Examinator: Jonas Faleskog, tel. 790 8977.

Betygsgranser: F(underkand) p <10 ; FX(mojlighet till kompletteringstentamen) p > 11; E p > 13;
Dp>15;Cp=>17;B p=>20; A p=>23,dar (p = tenamen+bonus).

1. [3 poang] Ett ramverk bestaende av tre balkar &ar forstarkt med en
fjader enligt figuren till hoger. Da ramverket belastas med en punkt-
kraft P och ett punktmoment M, blir den komplementéra elastiska
energin for strukturen

|_3

W= TesEl

[21P% + 14P(M/L) + 12(M/L)].

Ta med hjalp av W fram uttrycket for strukturens elastiska energi,
dvs. W = W(S, 6).

2. [5 poang] Ett fackverk bestaende av tre fjadrar belastas med en
vertikal kraft P. Fjadrarnas fjaderkonstanter ar k; = 4Kk,
k, = 8ky och ky = 7k, dar n>2./3 &ren dimensionslés kon-
stant och Ko kan antas kand. Fjadern ks ar roterad vinkeln ¢
relativt y-axeln. Bestdm ¢ sa att nod 4 enbart forskjuts i kraften
P:s riktning.

3. Figuren till hoger visar en endimensionell modell av en Konvekii
kylflans. Konvektivt varmeflode Gver kylflansens begrans- ;/ﬂ onve '?armele i
ningsytor till omgivande medium bor darfor beaktas i model- — J

len. Omgivande medium har temperaturen T_ . Kylflansen | : j\ _'_>
har tvarsnittsarean A och varmeledningstalet (varmekonduk- X=Xq T(x) X=X
tiviteten) k. Varmedvergangstalet till omgivande medium &r

h och tvarsnittets omkrets ar P. Temperaturen T [°C] i kylIflansen som funktion av laget ges vid sta-
tionart tillstand av I6sningen till differentialekvationen

:—X(kAg—D ~hP(T-T,) = 0.

(a) [1 poéng] Visa att den svaga formen till differentialekvationen &r

Xy Xy Xy
g—VkA dx + jthde = [v(- Q)]X jthT dx,
X1 Xq X1
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dér v &r en godtycklig funktion av x och Q ett varmeflode, dar Q = — KAdT/dx (Fouriers

lag) har utnyttjats vid randerna.

(b) [2 poang] Ta fram FEM-ekvationen (valj viktfunktion enligt Galerkins metod) till den svaga
formen ovan for ett element, d.v.s. identifiera storheterna i ekvationen k, T, = f,.

(c) [5 poang] I en tillampning skall en kylflans dimensioneras sa att ett varmefléde Qg kan ledas
bort vid x = x;. Randvillkoren ges av foreskrivna temperaturer: T=Tpvidx=Xx;0ch T = T_
vid x =xp, dar T, >T_ och x,—x; = L. Konvektion dver kylflansens begransningsyta styrs
i hog grad. av varmedvergangstalet, h, som har relateras till 6vriga modellparametrar enligt:
h =12 nAk/(PLz), dar L, k, A och P &r konstanter. Genomfor en FEM analys med tva lika
langa linjdra element och bestdm den dimensionsldsa parametern 7, sa att varmeflédet som
leds bort via kylflansen vid x = x; blir lika med Q. Det racker att ta fram den ekvation ur vil-

ken 7 kan l6sas!

4. [3 poang] Vid modellering av plana problem kan det ibland som en
nodlosning vara praktiskt att anvanda s.k. kollapsade 4-sidiga element.
Figuren till hoger visar ett sadant element, dar noderna 3 och 4 har pla-
cerats i samma punkt. FOr ett kompressibelt, linjarelastiskt material blir
styvhetsmatrisen for det aktuella elementet en inverterbar (dndlig)
matris om &n illakonditionerad. Visa att Jakobimatrisens determinant &r
positiv for x < 2L . Nodkoordinaterna framgar av figuren.

2L

5. Ett skjuvprov av en rektangular plat (14L x 2L, tjocklek h) enligt figur (a) nedan skall analyseras
med FEM. Platens dver- och undersida ar fast inspanda i vars sitt ok, dar det undre halls fast och det
ovre ges en horisontell forskjutning, u, som hér kan anses som kand. Den rektanguléra platen model-
leras med sju stycken 4-nodiga isoparametriska element (plan spanning), se figur (b) nedan. Materi-
alet &r isotropt linjart elastiskt med elasticitetsmodulen E och Poisons tal v = 1/3. P.g.a.
problemets karaktar behdver enbart ett element beaktas vid analysen. Styvhetsmatrisen for element
nr. 4 visas i figur (c) nedan, dar frihetsgraderna definieras av elementets lokala nodnumrering visad i

figur (b).
(@) [1 poéng] Berékna forskjutningen i punkten x = 6L, y = L/2.

(b) [2 poéng] Berakna den resulterande kraft P (se figur (a)) som behdves for att forskjuta det dvre

oket strackan u i horisontell led.
(c) [3 poang] Berdkna spanningarna i elementet.

—p U, P
ovre ok

(@)

undre ok

o ]

Tentamen i FEM for ingenjorstillampningar (SE1025) den 17 mars 2010 kl. 8-13.

o

= O 00 Ww

~ w

(4]

oo L wl or
(¢, ] Y

| o L w Lo

w S a1

|
w
(o]



KTH - HALLFASTHETSLARA

FORMELBLAD (komplement till kap. 21. i Formelsamling i Hallfasthetsléara)
GLOBAL BESKRIVNING FOR ENDIMENSIONELLA ELEMENT

K = k[a —aﬂ dar  a = ?scl ¢ cos ¢
‘ -a a sc s2| S =sing

I, = cos@, = (X,—Xq)/L

12 1.m
12 1212

alternativt a = ) My = cos¢§y = (yo-yp)/L
lipmy, My
L= J0g-x)2+ (=)’
OLIKA FINITA ELEMENT
1 L 2 -
: , ‘ N, = 1-¢
& ¢1C O¢2 o) = I:Nl NZJ ¢1 1 ) B = d_N _ l[—l 1}
| Lo & 0y Np=¢ dx ~ L
0 1 N
1 _ 1 1
. . T 111 -1 T Li2 1 T L1
- |B'BLdg = = . [N'NLdg = = . IN'Ldg = =
Anvandbara integraler: I g LL ) I g 6{1 2} I g ZH
0 - 0
2 2
Balkelement: Utbojning:  w(g) = Nyd; + Nyd, + Ngdy+N,d, = Nd,, B = d—'g = de__'g
dx L d
d d N, = (2-3g+&%)/4 :
' oL El /i\ 3 2 .3
, ' & N, = L(1-&-&"+¢&%)/4
d dy 2
| | & Ny = (2+3£-8")/4
-1 0 1 2.3
Ny = L(-1-&+&°+8%)/4
. 3 3L2 -3 3L2 . 1 9
T _ 1 |3L4L° 3L 2L T 1+¢ _ L/3 |, LB| 4L
le BLag = = °0 4 2 le (wrp(155))Lde = La SR
3L 212 -3L 4L? -L/3 —6L

Tentamen i FEM for ingenjorstillampningar (SE1025) den 17 mars 2010 kl. 8-13.



KTH - HALLFASTHETSLARA

Plana element (2D):

3-sidigt triangelelement: diy
dpy
FbrSkjut' |:U(X’y):| = Nl 0 N2 0 N3 0 d. = Nd d = d2X
ningar:  [v(xY) 0N, ON, 0Ny ° ¢ T |dyy
1 d3X
Ni = 5 [(Yo = Y3) (X =X5) + (X3 = X5) (Y = Y,)] d
ZAe | 3y_
d2X 1
N, = ﬁ[(h_yl)(x_xg)+(X1_X3)(Y_Y3)]
e
1
Ny = ﬁ[(yl_b)(x_xl)+(X2_X1)(y_yl)]
e
Tojningar:  |&,, oN;/ox 0
ey =Bde  B=[B; BBy Bi=| 0 oN/oy
Tay ON,/dy ON;/0x

4-sidigt isoparametriskt element:

day X
AY g, - AT
‘ To— [

4, L»dm( ‘_y

Yy

I/ d2y 1 2 d

dux q Ny =(1-8)(1-n)/4, Np=(1+8&)(1-n)/4
-3

Ny =(1+&)(1+n)/4, Ny=(1-&)(1+n)/4

Ft')rs_kjut- uem)| - N, O N, 0O N; 0 Ny, O N
ningar: vi&,m) [0 N; 0 N, 0 Ny 0 N| °© )
Exx ON./ox 0
Tojningar: ¢ = |z | =Bd, B=[B;B,B;B,] Bi=| 0 oN/dy
Txy 0N/ dy ON;/ox
dar |ONVOx| 2 | oNi/og 52 |oxvae ay/aﬂ
oN,/dy oN,/om ox/ o 8y/d
(@) ©) O O
Spénningar:
Oxx lv 0 lv 0
_ _ _ E _ E(l-v)
G = |6y =Ce¢ C-= (—1_V2)V1 0 (PS) c = (1+v)(1—2v)V1 0 (P.D)
o 00 (1-v)/2 00 (1-v)/2

FEM Ekv. (ett element): U BTCBdV}de = D' N'tdS + INTKdV K = volymskraft

} t = spanningsvektor
Ve Se Ve
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LOSNINGSFORSLAG: FEM FOR INGENJORSTILLAMPNINGAR, 17 MARS, 2010
1.

Alternativ 1: Castiglianos 2:a sats ger

ﬁ _[owsep| _ 12 [ 42 140 H ﬂ _ El | 144 -8aL ﬁ
o] |owsom| 168El14/1 24,12 M M| 29L°|_gaL 25212 (6
Insatt i W, som for ett linjart elastiskt material &r lika med W, ger

w = 2EL (1252 1450L + 21(0L)?)
2013

Alternativ 2: Allmant galler fér en linjért elastiskt struktur att (OBS! W &r kvadratisk i P och M)
=1 -1 17 5 _|d _ -1
W = quiQi = ZZZqik”—qj = 2q kg dar g = H och k = «
| [

dar komponenterna i o fas enligt i |

oW W
2 2
o°W {Castlg } a 0 op2 OPOM
= —>Y0; Q, = aii = oy = o=
00, Z Jk<k ji ij _
0Q;0Q; 2:a sats aQ. 5Q. ” oy
vilket ger W enligt ovan. _8M6P 8M2_

[~

Randvillkor: D;=D,=D3=D,=D5=Dg=0

. a. —a.
Elementstyvhetsmatriser: K, = ki[ ! i
aI aI

D, X
Y ki, = k [3 ﬁ] kpa, = 2K,

’\/é] k3 - 1,]ko 52 SC
J3 1 1

sc C
S = sing,C = COSQ

¥

Red. Ekvationssyst. (Ekv. 7, 8):

D;| _ 9+77s2 - J3+nsc||D7| _ |0
[k1a1+k2a2+k3a3} [D] B /3 34 nc? ||Dg| P
8 - +nsc + nc 8
N _

——

Fred Villkor: D, = 0
3D7:L3+ncﬁnsc{} ' 7_
[Dj K el fimsc 9+ | I-P = J/3-nsinpcose = 0
= ﬁ%—gsinZ(p =0
Losningar: 1 = 2./3 o = n/4
n>2./3 ¢ = %asin(zjé/n) eller ¢ = %[n—asin(Zﬁ/n)]
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3.

X,

(&)  Multiplicera O.D.E. med viktfunktion J‘v[ (kAdJ—) —hP(T—TOO)de =0 (1)
dx
och mtegrera Over doménen:

1

Partialintegrera: [ dX(kA dU}dx = [ (kA dUTZ (kAg—D dx (2)

(2) insatt i (1) med —Q = kAg— ger svag form:
X2 X2
g—VkAdex+ [VhPTdx = [v(-Q)I;" + [vhPT, dx
X1 X1 X1

(b)  Temperaturansats: T = NT, ‘;—T = %—NTG = BT,
X X

. . _ _ dv _ ,TdN _ 17T
Viktfunktion: v = Nb, = b,N X - be vl b, B

Insatt i den svaga formen ger:
Xy Xy

J'BkAde+J'NhPNde by J'NhPde+[N(Q)]

Xl 1 l

ke fe
men beT ar godtycklig  =Kk,T, = f,

T T2 T3
(€) FEM-modell: el ~ €2 O
. T T,
Linjara element: g%, Temp. ansats:  T(&) = [1_§§] = NT,
| J T,
| |
0 1 OBS! varmeflddena, Q,, Q;, riktade in i elementet.

Elementmatriser (bada elementen):
1

1 1
= [8' ! _Jp oLl 2KAlL -1 (hPLI2 1) o T _hPT,L[]
ke = [B'KABILGE + [N'hPNI,dz —{Ie‘z}- 3 L J+ > L 2}, fo = [NThPT_ldg = — :
0 0 "
Med hpL = 21KA oo\ _kKAl2(m+1) nm-2 |  _ 3nAKT.f
L L n-2 2(n+1) € L 1

Assemblering ger Ekv. systemet: T| n-2 4m+1) n-2 T, | =|ol+—

T, =T
kAr(n”) n-2 0 ] 170 Qs 3nAkTOO[
0 n-2 2Mm+L||T, =T, Qs

6nT,-(n—-2)(Ty-T
Ekv. (2) ger -|-2 - N'e S(]n-l-)l()o O0)

Ekv. (1) ger sedan med Q; = Qg en ekvation for den dimensionsldsa modellparametern 7

— 6nT,-(m-2)(1-T,)
Q = 2+ 1)+ (n-2)[ = 42]”)

[QO—S(l T )+J18(1 T)2+Qq(Qp-3(1-T ))J

_ QL
}—3111@ dar Q = [ ooh T, =

Med Igsningen: n = e T)
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4.
Kollapsat 4-sidigt isoparametriskt element (sidan mellan nod 3 och 4 ar kollapsad):
4
— 2
i = L — L
.41 —J = |08 08| EF*l ﬂ:3p|= S (1-m)
. ox oy 22 ¢
y = Y Ny = 5(n1-1)%¢ on @
i=1
Men x = L(1+n)=mn = (x/L-1) vilketger |J| = '5(2L—x)>o for x<2L V.S.V
5.

For alla element (inklusive nr. 4) géller att forskjutningsvektorn, d_ = [0000u0 U0

(a) Forskjuningsvektorn i punkten {x = 6L,y = L/2} <=> {¢&= -1, n=-1/2}:

u= Ux = Nd :{&:_1}:|:U/4:|
u, ° n=-1/2 0

(b) Nodernas reaktionskrafter i element 4 fas enligt: R = k,d,=>R,3 = Ry, = 35—2“
Med totalt sju element som deformeras pa samma sétt fas relationen:
P 21Ehu
7:Rx3+Rx4:>P: 8
(c) Spanningarna i element 4 (och de 6vriga elementen):
GXX
Oyy
J 1 1+n O 1 —(1+n) 0
dé.r d1=d2=0; d3:d4:|:0:|;83=47_ 0 1+(2;B4=4_L 0 1_;::
1+8 1+ 1-¢ —(1+m)
310
Plan spanning och v= 1/3 ger den elastiska styvhetsmatrisen C = =1 3 o
001
" . 00 0 0
—6=|o,|=C(Bs+B,)d; = C=|go||Y =c|O|=]0
Oxy 2L 16 L
Jamforelse med analystisk I6sning, dar o,y = Gy
__E [, _1]_¢sE _u g _ 3Eu
Med G = 20+v) {v—s} =3 och vy, = oL fasatt o,, = 6L

D.v.s. samma som i FEM-l6sningen!
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