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Tentamen i FEM for ingenjorstillampningar (SE1025) den 3 juni 2010 KkI. 8-13.

Resultat kommer att finnas tillgangligt senast den 24 juni. Klagomal pa rattningen skall vara fram-
forda senast en manad darefter.

OBS! Tentand ar skyldig att visa legitimation. Skriv endast pa en sida av bladet. Skriv tydligt namn
och personnummer pa varje blad. Lésningar som &r otydliga och svara att folja kommer inte
att bedémmas.

Hjalpmedel: Formelsamling i Hallfasthetslara, TEFYMA, BETA eller liknande och réknedosa.
Examinator: Jonas Faleskog, tel. 790 8977.

Betygsgranser: F(underkénd) p < 10; FX(mdjlighet till kompletteringstentamen) p > 11; E p > 13;
Dp>15;Cp=>17;B p=>20; A p=>23, dar (p = tenamen+bonus).

L. [5 poang] Fackverket i Figur 1 bestar av 4 fjaderelement
med fjaderkonstanterna: k; = k, = ks = 2k och k3 = 3k/2.
Koordinaterna for de fem noderna framgar av Figur 1.
Fackverket belastas med tva krafter (P, Q) som angriper i
noderna 4 respektive 5. Antag att P &r kand. Bestam Q sa att
normalkraften i fjaderelementet 3 blir noll.

2. [3 poang] En balk som ar fast inspand i en végg belastas med en

punktkraft Py enligt Figur 2. Balken har bojstyvheten EI och langden

L. Da vaggen ej ar helt stelsutan nagot flexibel, forskjuts lastangrepps- \ke El L
punkten 8, = (1+ a)P,L"/(3EIl), dar o >0 (en stel vagg ges av fal- @j ’
let o = 0). Vaggens flexibilitet modelleras har av en linjar
momentfjader med fjaderkonstanten ko, = ky2El/L. Bestaim med Po. &
hjalp av lamplig energimetod (komplementér elastisk energi och Figur 2.
Castiglianos 2:a sats) vaggens flexibilitet, d.v.s. bestam k, som funk-

tion av a.

3. Figur 3 visar ett turbinblad pa en turbin. Rotorbladet har boj-
styvheten El, langden 2L, tvarsnittsarean A och densiteten p. | det
aktuella fallet accelererar turbinen med en konstant vinkelaccele-
ration . Baserat pa Euler-Bernoullis balkteori kan jamvikt for
turbinblad formuleras med hjalp av virtuella arbetets princip
enligt

L L
El [ sw"w"dx = pAd)SLISW(l+ﬁ)dX,
-L -L

dar vansterled och hoégerled motsvarar inre, respektive yttre krafters virtuella arbete for en virtuell
utbéjning éw kring jamviktslaget givet av w. Dessutom antages har att EI, A och p ej varierar langs
balken.

(@) [2 poang] Utga ifran jamvikt formulerad enligt virtuella arbetets princip ovan och ta fram
FEM-ekvationen, enligt Galerkins metod for valet av virtuell utbéjningsfunktion, d.v.s. iden-
tifiera storheterna i ekvationen k. d, = f,.
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(b) [5 poang] Analysera turbinbladet m.h.a. av ett tvanoders balkelement (2 frihetsgrader/nod)
och bestdm: (i) utbdjning och vinkelandring i turbladets ytterdnde (x = L) och (ii) turbinbla-
dets inspanningsmoment, d.v.s. reaktionsmomentet vid x = —L (OBS! har maste en yttre
punktlastvektor adderas till lastvektorn, vilken ej ar explicit medtagen i uttrycket for virtuella
arbetets princip ovan).

4. [4 poang] En rektangular plat (4L x 2L, tjocklek h) med densiteten
p roterar kring sin vanstra kant (y-axeln) med en konstant vinkelhas-
tighet w, se Figur 4. Platen modelleras med ett plant bi-linjart element.
Bestam troghetskraftens bidrag (fran rotationen) till elementlastvek-
torns komponenter tillhérande nod 2, dar integralen skall beréknas
numeriskt mha Gauss-kvadratur. Troghetskraften modelleras har som
en volymskraft: K, = pmzx. Vilj sd manga integrationspunkter som
kravs for exakt utvardering av integralen. Ledning: om m integrations-
punkter anvands, kan ett polynom av gradtal 2m — 1 integreras exakt.

4L

5. En rektangular skiva (L x 2L, tjocklek h), belastad av sin egentyngd, &r via tva punkter upphangd
i ett lutande tak, dar den hogra punkten kan rora sig parallellt med taket, se Figur 5(a) nedan. Materi-
alet har densiteten p och &r isotropt, linjart elastiskt (E, v). Plan spanning rader i skivan och v = 0.
Figur 5(b) nedan visar en forenklad FEM-modell av skivan bestaende av ett enda 4-sidigt bilinjart
isoparametriskt element. Egentyngden kan modelleras som en volymkraft

(K Ky) = pg(-sing, cose), dar tyngdaccelerationen g kan anses kand. Elementets styvhetsmatris
och resulterande férskjutningsvektor ér givna i figur (c) nedan.

(a) [3 poang] Visa att egentyngdens bidrag till lastvektorkomponenterna i nod 1 &r:

foix = —%hLZpgsin(p respektive fy,, = %hszgcosw :

(b) [2 poang] Berakna reaktionskrafterna i nod 1.
(c) [1 poédng] Berakna forskjutningsvektorn u i punkten {x = L/2,y = 2L }.

(@)
tjocklek h
: Elementets
Jacobimatris:
J=1L 1/2 0
0 1
Figur 5.
6 1-5-1-3-12 1 ) 0 11 ]
(c) 14 1-2-1-2-10 dly 0 0
51 6-12-1-31 2x |10 0
K —Ehl-12-14 10 1-2 %2y 2 RIL) | 05— | O fsing
8|3-12 16 1 -5-1 S ) 80
-1-2-10 1 4 1 -2 d, 12 —24
2-1-31-51 6 -1 dy 0 5
10 1-2-1-2-14 > 12 | 24]
dyy)
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FORMELBLAD

GLOBAL BESKRIVNING FOR ENDIMENSIONELLA ELEMENT

K :k[a —a} dir a = *sc| Ccos ¢
e

— 2 —
aa sC s S = sing
2 im I, = cosg, = (X,—%;)/L
: _ 12 oMy _ _
alternativt a = , My, = COS@y = (y,—yq1)/L
liomy, My,

L= Jog-x) 2+ (=)’

2
Balkelement: Utbdjning: w(g) = Nyd, + N,d, + Ngdg+N,d, = Nd,, B = d—';' = lzd—';'
3 dx L™ dg
q q N, = (2-35+8%)/4
1 3
é 2L, El N2=L(1—E_,—§2+§3)/4
dy \‘d4 3
| | L & N3 = (2+38-¢7)/4
-1 0 1 2. .3
Ny = L(-1-8+E°+E%)/4
. 3 3L -3 3L . 1 _6
T 1 (3L 4L% -3L 2L? T L/3|, LB|-L
B BLdg = — N (o +BE)LAE = La +
Jl 3.3 -3L 3 -3L Il 1| 16
3L 212 -3L 4L2 s -L
Numerisk integration (Gauss-kvadratur):
1 N; 11 Ni N
= [F@dex Y FEw 1= [ [REmdedn= Y S FE, nww;
-1 i=1 -1-1 i=1j=1
111 N; Nj N
L= [ [ [FEnodedndc~ 3 5 3 FE nj Gowiww,
-1-1-1 i=1j=1k=1
146 CHAPTER 7 FEM FOR TWO-DIMENSIONAL SOLIDS
Table 7.1. Gauss integration points and weight coefficients
m & w; Accuracy n

0 2

| |

2 —1//3,1/V3 1,1 3

3 —/0.6,0, /0.6 5/9,8/9,5/9 5

4 —0.861136, —0.339981, 0.347855, 0.652145, 7
0.339981, 0.861136 0.652145, 0.347855

5 —0.906180, —0.538469, 0, 0.236927, 0.478629, 0.568889, 9
0.538469, 0.906180 0.478629, 0.236927

6 —0.932470, —0.661209, —0.238619, 0.171324, 0.360762, 0.467914, 11

0.238619, 0.661209, 0.932470 0.467914, 0.360762, 0.171324

Tentamen i FEM for ingenjorstillampningar (SE1025) den 3 juni 2010 kl. 8-13.



KTH - HALLFASTHETSLARA

Plana element (2D):

3-sidigt triangelelement: diy
dpy
Forskjut- [U(X,y)} = (N1 O Nz 0N, O d, = Nd, g, = |
ningar:  [v(x ) 0 Ny 0Ny 0Ny Y
1 d3x
N, = m[(yZ_Y:;)(X_Xz)+(X3_X2)(y_y2)] _d3y_
d2x 1
N, = ﬂ;[(y3—y1)(x—x3)+(X1—X3)(y—Y3)]
1
Ng = m[(yl_yz)(x_xl)+(X2_X1)(y_y1)]
Tojningar:  |&,, oNi/ox 0
ey =Bde  B=[B; BB B=| 0 oN/oy

Ty ON, /3y N,/ dx

4-sidigt isoparametriskt element:

d3
y
Y dyy AT
d3X % 4 3
d d4X
ly 5
d2y 1 2
Ld
X 4 Ny = (1-€)(1-1)/4, Ny=(1+E)(1-n)/4
- % Ny = (L+E)(L+m)/4, Ny=(L-8)(L1+n)/4
ningar: vgm) [0 N, 0Ny, 0 Ng O N[ ° )
£, ON./ox 0
T('jjningar: = gy, = Bd, B = |:Bl B, By 34] B; = 0 ON;/dy
Txy _aNi/ay ON,;/ ox
qar |ONVOX _ gr|oNivagl o faxsot ay/aﬂ
oN./dy oN./on |ox/0m dy/o
O O O O
Spénningar:
Oxx 1lv 0 lv 0
_ _ _ _E _ __E(l-v)
G = |oy, = Ce¢ C_(—]__VZ)V:L 0 (P.S) C_(1+v)(1—2V)V1 0 (P.D)
. 00 (1-v)/2 00 (1-v)/2

Xy

FEM Ekv. (ett element): { [ BTCBdV}de = { [N'tds + | NTKdV} L::Sf’;mf@'a?fmr
V S Ve

e
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LOSNINGSFORSLAG: FEM FOR INGENJORSTILLAMPNINGAR, 3 JUNI, 2010

1.
Dg Randvillkor:
D, D1:D2:D3:D4:D5:D6:D7:D9:O
ed les Fg=P, F1o=-Q
D1o
Ds Elementstyvhetsmatriser:
Do Ds 2 C = COS
Ke:k{a —a}a: ¢ scl €=« ¢
D2 el eﬂﬁ/\t_» -a a sc 2| S = sing
i : Dy
D D:  el&ed: k, =k, =2k a={p=45} =111
2111
€2k, =2k a={p=(45° =21 Y &gk, =3k a=(p=90° = |00
2.1 1 2 01
Assemblering:
11000 0 0 o -1-1 Ekv.(8)&(10):
110000 0 0 -1-1
001—10000-11kg—1D8:P:>D8213P_Q
00-1100 0 0 1-1 D, |-Q D,| 13K p_2Q
K-K0o0o000 0 0o o oo 13 2
0 0000320-3/200 Normalkrafti element3: N = k38
00000 0 1 1 -1-1 )
000 00-3/21 5/2-1-1 dar k3 = 3k/2, &= Dg
1-1-110 0 -1 -1 3 1 s N = _ ~
__1_11_10 0 _1 _1 1 3_ AtsaN—O:>D8—O:>Q—3P
2.
Frildgg balken! 2 jamviktsekv. och 2 obekanta (Mg, R)
AR => Statiskt bestdmt, dar jamvikt ger att
Mr (;,I El, L R =Py Mg =Pl
kg ?R R Komplementér elastisk enerqi:
Po. &V 2 2 2,3 2,3
_ LM M; PiLY PIL
= — 4 = — 4 —
6EI 2k, 6El  4E|k.
0
3 3 3
Forskjutning (enl. villkor): = = =+ ——— = (l+ gy k,= =—
jutning ( ) % = 55 = 3 2EIK, Ara)zgr = k=5,
3(a).
3(b)..
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2
Forskjutningsansats:  w(x) = Nd,=>w"” = Bd, dar B = d—';l
dx
Har &r d,, elementets forskjutningsvektor och N innehaller tillhorande formfunktioner.
2
Virtuell forskjutning, ansatt (Galerkin): dw(x) = N, = dw"” = BB, dar B = Z—T
X
Har ar Been godtycklig vektor av samma dimension som d,
Insatt i virtuella arbetets princip ger sedan FEM-ekv. for ett element, enligt
L L
Be |EI[B'Bdx| d, = Bg| pAaSL NT(1+51L)dx
-L -L
T(e Te
DA B, &r en vektor med godtyckliga koefficienter fd&s FEM-ekv. som:  k.d, = f
FEM. element- dy ds Elementstyvhetsmatris:
e 2L, El
indelning: ; RS . 3 3L -3 3L
do dy T El |3L 4.2 -3L 2L
| ; > & k=EI[BBd=—; -
-1 0 1 n 2L°|-3-3L 3 -3L
2 2
Forskjutningsrandvillkor: d; =d, =0 L2l sl at
Lastvektor, beakta enbart utbredd last: 23
T x el 1 pAaL®| 8L
Futredd = 5PAGL [ N (1+ﬁ)dx = 5pAoL [N (1+5g)|_dg = B -
-L -1
26L/3

Med forskjutningsrandvillkoren (dy

El| 3 -3L||d AmL? d AoL?
Ekv. (3,4): — N f% 27 — Y = 915(;'35' 164L
21331 412 |d, 26L/3 d, 110

d, = 0), fas det reducerade ekv.syst.

Ekv. (1) ger sedan reaktionsmomentet (Mg) vid x = —L enligt

4
—El?)QAOL(—3-164L+3L-110) = g’pA(bL2+MR = Mg = épA(})LZ
5L % 15El 5 >
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4.
inat- = 2L(1+
Koordinat- ~ X (A+8)| 5y |2L0 13| = 212
transformation: y = Ln
11
Bidrag fran volymslast _ T i B 250 (1 +
till elementlastvektorn: 1o = IIN f, |Jlhdédn  dar f, = [pco (1+5)
11 -1-1 0
Fornod 2galler: fp, = [ [ Nypo’2L(1+ )2 hdzdn, f,, = 0 dar N, = & 41‘
-1-1 11
_ 2.3 ) _ _ 2
= fy = po’L°hl dar 1= [ [F(gm)dedn, F(&m) = (L+&)(L-n)
-1-1

Gauss-kvadratur (2 pkt. i &-led och 1pkt. i 7-led ger exakt 16sning):
Sled: & = -1/Bw, =1; &=1//3w, =1 rrled: my = 0,w, =2
| = F(&uny) 2-1+F(§uny)-2-1=16/3 = f = 16po’L°h/3

5.
11
(@) Egentyngdens bidrag till elementlastvektorn ar: f, = .[NTdeV = J' '[NTthIJIdadn
. 11 Ve -1-1
Fornod 1 géller att: | °¥| = J'J'Nl{_pgs'mp}hl\lldédn
for| 7 LPgCose
11
2
dar | =5 N, = E=RE) o N dedy = 1
2 4
11

f pghL?[—sin
dvs. | P = ¢ V.S.V.
fhay Cos®

(b) Ekvationssystem:  Kd, = f dar f=f +f,
f) = fp =
p [O Rly Rox R2y 000 0]’ b — [fblx fbly fhox fb2y foax fb3y fhax fb4J
Reaktionskrafterna i nod 1 ges av Ekv. (1) och (2) (OBS! Ry, = 0) enligt

Rax :E_h{61—5—1—3—1 2 l}d_fblx _ 0
e
Ry| 8141 -2-1-2-10 foiy|  |pghL®(cose - 2sing)

(c) Forskjutningsvektorn i punkten {x = IE y = 2L}c> {£=0,1=1} gesav

2| 155 .
= Y = _ pgL |-=7sing
u= [] _N|§=0,n=1de_ E 12
u
y 2C0S @
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