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Tentamen i FEM för ingenjörstillämpningar (SE1025) den 3 juni 2010 kl. 8-13. 

Resultat kommer att finnas tillgängligt senast den 24 juni. Klagomål på rättningen skall vara fram-
förda senast en månad därefter.

OBS! Tentand är skyldig att visa legitimation. Skriv endast på en sida av bladet. Skriv tydligt namn 
och personnummer på varje blad. Lösningar som är otydliga och svåra att följa kommer inte 
att bedömmas.

Hjälpmedel: Formelsamling i Hållfasthetslära, TEFYMA, BETA eller liknande och räknedosa.
Examinator: Jonas Faleskog, tel. 790 8977.
Betygsgränser: F(underkänd) ; FX(möjlighet till kompletteringstentamen) ; E ; 
D ; C ; B ; A , där (p = tenamen+bonus).  

1. [5 poäng] Fackverket i Figur 1 består av 4 fjäderelement
med fjäderkonstanterna: k1 = k2 = k4 = 2k och k3 = 3k/2.
Koordinaterna för de fem noderna framgår av Figur 1.
Fackverket belastas med två krafter (P, Q) som angriper i
noderna 4 respektive 5. Antag att P är känd. Bestäm Q så att
normalkraften i fjäderelementet 3 blir noll.

2. [3 poäng] En balk som är fast inspänd i en vägg belastas med en
punktkraft P0 enligt Figur 2. Balken har böjstyvheten EI och längden
L. Då väggen ej är helt stel utan något flexibel, förskjuts lastangrepps-
punkten , där  (en stel vägg ges av fal-
let ). Väggens flexibilitet modelleras här av en linjär
momentfjäder med fjäderkonstanten . Bestäm med
hjälp av lämplig energimetod (komplementär elastisk energi och
Castiglianos 2:a sats) väggens flexibilitet, d.v.s. bestäm  som funk-
tion av α.

3. Figur 3 visar ett turbinblad på en turbin. Rotorbladet har böj-
styvheten EI, längden 2L, tvärsnittsarean A och densiteten ρ. I det
aktuella fallet accelererar turbinen med en konstant vinkelaccele-
ration . Baserat på Euler-Bernoullis balkteori kan jämvikt för
turbinblad formuleras med hjälp av virtuella arbetets princip
enligt

,

där vänsterled och högerled motsvarar inre, respektive yttre krafters virtuella arbete för en virtuell
utböjning  kring jämviktsläget givet av w. Dessutom antages här att EI, A och ρ ej varierar längs
balken.

(a) [2 poäng] Utgå ifrån jämvikt formulerad enligt virtuella arbetets princip ovan och ta fram
FEM-ekvationen, enligt Galerkins metod för valet av virtuell utböjningsfunktion, d.v.s. iden-
tifiera storheterna i ekvationen .

p 10≤ p 11≥ p 13≥
p 15≥ p 17≥ p 20≥ p 23≥
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(b) [5 poäng] Analysera turbinbladet m.h.a. av ett tvånoders balkelement (2 frihetsgrader/nod)
och bestäm: (i) utböjning och vinkeländring i turbladets ytterände (x = L) och (ii) turbinbla-
dets inspänningsmoment, d.v.s. reaktionsmomentet vid x = −L (OBS! här måste en yttre
punktlastvektor adderas till lastvektorn, vilken ej är explicit medtagen i uttrycket för virtuella
arbetets princip ovan).

4. [4 poäng] En rektangulär plåt ( , tjocklek h) med densiteten
ρ roterar kring sin vänstra kant (y-axeln) med en konstant vinkelhas-
tighet ω, se Figur 4. Plåten modelleras med ett plant bi-linjärt element.
Bestäm tröghetskraftens bidrag (från rotationen) till elementlastvek-
torns komponenter tillhörande nod 2, där integralen skall beräknas
numeriskt mha Gauss-kvadratur. Tröghetskraften modelleras här som
en volymskraft: . Välj så många integrationspunkter som
krävs för exakt utvärdering av integralen. Ledning: om m integrations-
punkter används, kan ett polynom av gradtal  integreras exakt.

5. En rektangulär skiva ( , tjocklek h), belastad av sin egentyngd, är via två punkter upphängd
i ett lutande tak, där den högra punkten kan röra sig parallellt med taket, se Figur 5(a) nedan. Materi-
alet har densiteten ρ och är isotropt, linjärt elastiskt (E, ν). Plan spänning råder i skivan och .
Figur 5(b) nedan visar en förenklad FEM-modell av skivan bestående av ett enda 4-sidigt bilinjärt
isoparametriskt element. Egentyngden kan modelleras som en volymkraft

, där tyngdaccelerationen g kan anses känd. Elementets styvhetsmatris
och resulterande förskjutningsvektor är givna i figur (c) nedan.

(a) [3 poäng] Visa att egentyngdens bidrag till lastvektorkomponenterna i nod 1 är: 

 respektive .

(b) [2 poäng] Beräkna reaktionskrafterna i nod 1. 
(c) [1 poäng] Beräkna förskjutningsvektorn u i punkten { , }.

x

y

4L

L

1 2

34

−L

ω
Figur 4.

4L 2L×

Kx ρω2x=

2m 1–

L 2L×

ν 0=

Kx Ky,( ) ρg ϕ ϕcos,sin–( )=

fb1x
1
2
---– hL2ρg ϕsin= fb1y

1
2
---hL2ρg ϕcos=

x L 2⁄= y 2L=

(a) (b)

(c)

de

d1x

d1y

d2x

d2y

d3x

d3y

d4x

d4y

ρgL2

6E
------------

0
0
0
0
0

12
0

12

ϕ

11
0
0
0

80
24–

75
24

ϕsin–cos

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

= =Ke
Eh
8

-------

6 1 5– 1– 3– 1– 2 1
1 4 1 2– 1– 2– 1– 0
5– 1 6 1– 2 1– 3– 1
1– 2– 1– 4 1 0 1 2–
3– 1– 2 1 6 1 5– 1–
1– 2– 1– 0 1 4 1 2–

2 1– 3– 1 5– 1 6 1–
1 0 1 2– 1– 2– 1– 4

=

J L 1 2⁄ 0
0 1

=

Elementets
Jacobimatris:

ρ2L

Ltjocklek h
ϕ

g

2L
1

2

3
4 ϕ

x

y
L

Figur 5.
Tentamen i FEM för ingenjörstillämpningar (SE1025) den 3 juni 2010 kl. 8-13. 2



KTH – HÅLLFASTHETSLÄRA
FORMELBLAD 
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Plana element (2D):
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LÖSNINGSFÖRSLAG: FEM FÖR INGENJÖRSTILLÄMPNINGAR,  3 JUNI, 2010
1. 

2. 

3(a). 
3(b)..

Randvillkor:

e1& e4:

Assemblering:

D2

Elementstyvhetsmatriser:

Ke ki
a a–
a– a

a, c2 sc

sc s2

c φcos=
s φsin=

,= =

e2: k2 2k    a, φ 45–( )°={ } 1
2
--- 1 1–
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= = = e3: k3

3
2
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= = =
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=

Ekv. (8) & (10):
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2
--- 1 1
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= == =

Normalkraft i element 3: N k3δ=

k3 3k 2    δ D8=,⁄=där 
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Frilägg balken!

Komplementär elastisk energi:

2 jämviktsekv. och 2 obekanta (MR, R)

MR

R => Statiskt bestämt, där jämvikt ger att
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Förskjutning (enl. villkor): 
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Förskjutningsansats: w x( ) Nde w″⇒ Bde   där   B d2N
dx2
----------= = =

Virtuell förskjutning, ansätt (Galerkin): δw x( ) Nβe δw″⇒ Bβe   där   B d2N
dx2
----------= = =

Här är de elementets förskjutningsvektor och N innehåller tillhörande formfunktioner.

Insatt i virtuella arbetets princip ger sedan FEM-ekv. för ett element, enligt

βe
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∫
⎝ ⎠
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⎜ ⎟
⎛ ⎞
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⎧ ⎪ ⎪ ⎨ ⎪ ⎪ ⎩ ⎧ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎨ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎩

Här är βeen godtycklig vektor av samma dimension som de

ke fe
Då βe är en vektor med godtyckliga koefficienter fås FEM-ekv. som: kede fe=

k EI BTBdx
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∫
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---------
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3– 3L– 3 3L–
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= =

Futbredd 5ρAω· L NT 1 x
5L
------+⎝ ⎠

⎛ ⎞ dx
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L

∫ 5ρAω· L NT 1 1
5
---ξ+⎝ ⎠

⎛ ⎞ Ldξ

1–

1

∫
ρAω· L2

5
-----------------

23
8L
27

26L 3⁄

= = =

Lastvektor, beakta enbart utbredd last:

Med förskjutningsrandvillkoren (d1 = d2 = 0), fås det reducerade ekv.syst. 

EI
2L3
--------- 3 3L–

3L– 4L2

d3

d4

ρAω· L2

5
----------------- 27

26L 3⁄
         

d3

d4

⇒  ρAω· L4

15EI
----------------- 164L

110
= =

Förskjutningsrandvillkor: d1 = d2 = 0

Ekv. (1) ger sedan reaktionsmomentet (MR) vid x = −L enligt

FEM, element- 2L, EI

0 1
ξ

−1

d3

d4d2

d1
indelning:

Elementstyvhetsmatris:

EI
2L3
---------ρAω· L4

15EI
----------------- 3 164L 3L 110⋅+⋅–( ) 23

5
------ρAω· L2 MR        MR⇒+ 4

5
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Ekv. (3, 4):
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4. 

5.

(c) Förskjutningsvektorn i punkten  ges av

Koordinat- x 2L 1 ξ+( )=
y Lη= ⎭

⎬
⎫

J⇒ 2L 0
0 L

J⇒ 2L2 = =

fb NTfv J h ξd ηd
1–

1

∫
1–

1

∫=
Bidrag från volymslast
till elementlastvektorn: fv

ρω22L 1 ξ+( )
0

=

transformation:

där

För nod 2 gäller:   f2x N2ρω22L 1 ξ+( )2L2h ξd η   f2y,d
1–

1

∫
1–

1

∫ 0= =

  f2x⇒ ρω2L3hI= I F ξ η,( ) ξd η   F ξ η,( ),d
1–

1

∫
1–

1

∫ 1 ξ+( )2 1 η–( )= =

där N2
1 ξ+( ) 1 η–( )

4
-----------------------------------=

där

Gauss-kvadratur (2 pkt. i ξ-led och 1pkt. i η-led ger exakt lösning):

I F ξ1 η1,( ) 2 1 F ξ2 η1,( ) 2 1⋅ ⋅+⋅ ⋅ 16 3    ⁄     f3y⇒ 16ρω2L3h 3⁄= = =

η1 0 wη1
, 2= =ξ1 1 3⁄– wξ1

, 1    ξ2 1 3⁄ wξ2
, 1= =;= = η-led:ξ-led:

Reaktionskrafterna i nod 1 ges av Ekv. (1) och (2) (OBS! R1x = 0) enligt

f fp fb+=Ekvationssystem: Kede f= där
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R1y

Eh
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de
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ρghL2 ϕ 2 ϕsin–cos( )
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T
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där 

fb NTfvdV
Ve

∫ NTfvh J dξ

1–

1

∫ dη

1–

1

∫= =

För nod 1 gäller att: 
fb1x
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N1
ρ– g ϕsin

ρg ϕcos
h J dξ

1–

1

∫ dη

1–

1

∫=

J L2

2
----- N1

1 ξ–( ) 1 η–( )
4

----------------------------------    =,=     N1dξ

1–

1

∫ dη

1–

1

∫⇒ 1=

d.v.s. fb1x

fb1y

ρghL2

2
---------------- ϕsin–

ϕcos
= V.S.V.

Egentyngdens bidrag till elementlastvektorn är: (a)

(b)

x L
2
--- y, 2L= =

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

ξ 0 η, 1= ={ }⇔

u
ux

uy

N ξ 0 η, 1= = de
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E
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12
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Tentamen i FEM för ingenjörstillämpningar (SE1025) den 3 juni 2010 kl. 8-13. 7


	Tentamen i FEM för ingenjörstillämpningar (SE1025) den 3 juni 2010 kl. 8-13.

