KTH - HALLFASTHETSLARA

Tentamen i FEM for ingenjorstillampningar (SE1025) den 15 mars 2011 kl. 14-19.

Resultat kommer att finnas tillgangligt senast den 5april. Klagomal pa rattningen skall vara framfor-
da senast en manad darefter.

OBS! Tentand ar skyldig att visa legitimation. Skriv endast pa en sida av bladet. Skriv tydligt namn
och personnummer pa varje blad. Lésningar som &r otydliga och svara att folja kommer inte
att bedomas.

Hjalpmedel: Formelsamling i Hallfasthetslara, TEFYMA, BETA eller liknande och réknedosa.
Examinator: Jonas Faleskog, tel. 790 8977.

Betygsgranser: F(underkénd) p < 10; FX(mdjlighet till kompletteringstentamen) p > 11; E p > 13;
Dp>15;Cp=>17;B p=>20; A p=>23, dar (p = tentamen+bonus).

1. [5 poang] En struktur bestaende av tre fjadrar belastas av tva punkt-
krafter P, och Py, se Figur 1. Fjadrarna 2 och 3 har fjaderkonstanten
kg och fjader 1 har fjaderkonstanten k. Bestam k, sa att strukturens
styvhet i y-led ar 7 ganger styvheten i x-led (7>1), dvs
P,/8, = nP,/8, skall galla. Berdkna dessutom normalkraften i fja-
der 1 som funktlon av yttre punktkrafter och parametern 7.

2. [3 poang] Ett fackverk bestdende av 2 stanger och en fjader
belastas med en punktkraft P, se Figur 2. Visa med hjélp av virtu-
ella arbetets princip att jamviktsekvationerna for fackverket blir

N; + N,cosa—PcosB = 0
N,sino + N;—Psinf = 0’
dar N; ar elementens normalkrafter. Ledning: samband mellan

stangernas forlangningar och kraftangreppspunktens forskjutning i
x- respektive y-led behovs.

3. Stangen i Figur 3(a) ar kopplad till omgivningen via en kontinuerlig linjarelastisk fjader med en
fjaderkonstant per langdenhet k, [(N/m) / m]. Stangen har elasticitetsmodulen E, tvarsnittsarean
A, densiteten p och utsétts for en acceleration a(x) i x-riktningen. Stangens forskjutningen u(x) ges
av losningen till differentialekvationen

d du -
ix d) k,u+apA =0,

dar N = EAu’ géller vid en rand med foreskriven normalkraft (N = Ac).

(EA

(@) [3 poang] Ta fram den svaga formen till differentialekv. ovan och harled FEM-ekvationen
(anv. Galerkins metod) for ett element, dvs identifiera storheterna i ekvationen k.d, = f,.

(b) [3 poéng] Figur 3(b) visar ett enkelt mekanisk system for att mata acceleration som bestar av
en elastisk stang fastsatt i en elastlsk cyllnder Cylinderns styvhet modelleras har som en kon-
tinuerlig elastisk fjader med k, nEA/L (7> 0). Antag att stdngen ar utsatt for en kon-
stant accelereration a (mverkan av cylinderns densitet forsummas har). Antag vidare att E, A
och p &r konstanter. Dela in stangen i tva linjara element och ta fram ett uttryck for accelera-
tionen a som funktion av forskjutningen vid hoger &nde, A = u(x = L), for fallet n = 24.
Jamfor med den exakta I6sningen a = nEA/(pL"). OBS! troghetskraften som acceleratio-
nen ger upphov till ar den enda yttre kraft som belastar stangen, dvs stangens andar &r fria.
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EA Kx=ap stang
Fig. 3 — — 55— 1—7p X — .
o T X
x=0 e — x=L
(a) x=0 (b) X=L

4. [4 poang] Figuren till hdger visar ett element med linjar S
interpolation i &-led och kvadratisk interpolation i 7- A7 0.40
led. Elementet anvands i en varmeledningsanalys dar 4 L1 3 0.38
temperaturen uppvisar starkt variation i 7-led och svag T = 71./%.02

variation i &led. Formfunktionerna for noderna 2 och e 0
3 4r 6 5 1.05
N = (1+E)n(l-n)/4 -1 1 ¢ 0.62

2

Ny = (L+Em(L+m)/4 e 26

Ta fram formfunktionen for nod 5 och bestdm tempe-
raturen i punkten {&=1, n=0.5}, dar elementets temperaturvektor, T,, &r given i Figuren
(nodernatemperaturernas position i T, foljer nodnumreringen och dér T, &r en referenstempera-
tur).

En kvadratisk plat (2L x 2L) med tjockleken h belastas med en kombination av normal- och
skjuvspanningar pa randerna. En exakt analys av platen kan utféras med hjalp av ett enda linjart
3-sidigt plant CST-element enligt FEM-modellen i figuren nedan. I modellen inférs lasterna som
spanningsvektorer t verkande pa respektive elementsida. Materialet ar isotropt, linjart elastiskt
med elasticitetsmodulen E och Poissons tal v = 1/3. Elementets formfunktioner N; och ele-
mentstyvhetsmatris k, (plant spanningstillstand) ar givna i figuren.

(a) [3 poang] Ta fram bidraget fran spanningsvektorn verkande pa sidan mellan noderna 2 och 3
till nodlastvektorn f.. Vid berékning av de konsistenta nodkrafterna kan med férdel den nor-

merade dimensionsldsa koordinaten & utnyttjas, dar £=01inod 2 och& =1 nod 3, vilket ger

sambanden x = L(1-¢) ochy = L& (OBS! notera att A/(dx)2 + (dy)2 = J2Ldé).

(b) [2 podng] Berakna samtliga nodférskjutningar d, (OBS! lastvektorn fran utbredda laster ver-
kande pa elementets rander, f, ar given i figuren.)

(c) [2 poang] Berédkna tojningarna i elementet och visa att de 6verensstimmer med den exakta 16s-
ningen, d.v.s. Ee, = 0, -0,/3, Ee, = 6,-0,/3 och Ey,y = 81/3.

[0

2 y Formfunktioner:
— b > t:ilcl"'i _ Xy X y
& ) J2foy e N =A== No= o Na=y
| A Elementstyvhetsmatris: )
i T4 4 2 -3-1-1-1
J | L} 2 4 -1-1-1-3
——t— « =3Eh-3-13 001
) ® 16|1-101 10
T _ -1-10 1 10
t = [ou ] t' = [-1 o) 1310 0 3]
fST = %h[—(cl +1) —(c,+1) 0 T T 62] deT = [dlx dyy dyy dyy dgy dg)
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FORMELBLAD (komplement till kap. 21. i Formelsamling i Hallfasthetsléara)

GLOBAL BESKRIVNING FOR ENDIMENSIONELLA ELEMENT

K, = k[a —aﬂ dar a=|Cs¢ C= CoS ¢
-a a sc 52 S = sin¢
2 I, = cos@, = (X,—Xq)/L
m
alternativt a = | 12 12212 my, = cosdy = (y,—Y;)/L
l1omy My, 2 2
L = J(xz—xl) +(Yo—Yq)
OLIKA FINITA ELEMENT
1 2 !
1D: . x ¢ Ni=1-8
b: 4o °f @ = g = =1[,
| | N, = & dx L
[ [ >& \__WJ_(I)Z 2
0 1 N
1 _ 1 1
iy . 1)1 - L L
Anvandbara integraler:  [B'BLdE = [{11 11, [NNLag = EE j Jn'Lde = Em
0 - 0 0
2D:
3-sidigt triangelelement: _dlx_
d,
Forskjut- {U(X,y)} 2 (No O N2 0N 0 g g, = |%
ningar:  [v(x,y) 0 N, 0Ny O Ny © ¢ T |dyy
1 d3X
N, = m[(yz—y3)(x—x2)+(x3—X2)(y—y2)] _d3y_
d2X 1
Np = S [(Y3 =YD (X=X3) + (X1 = X3)(y ~¥3)]
(]
1
Ny = Z—'A'[(yl_yz)(x_xl)"'(Xz_xl)(y_yl)]
e
Tojningar: |&yy ON;/ox 0
ey =Bde  B=[B BB Bi=| 0 oN/dy
Yy N,/ dy ON,/0x
Spénningar:
Oxx 1v 0 1v 0
_ _ - _E - _Ed-v)
o 00 (1-v)/2 00 (1-v)/2

Xy

FEM Ekv. (ett element): { [ BTCBdV}de = { [N"tds + | NTKdV} ;::Sf’,z?;r':fksgfor
Ve Se Ve
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LOSNINGSFORSLAG: FEM FOR INGENJORSTILLAMPNINGAR, 15 MARS, 2011

=

Randvillkor:
Ds F1=Py, Fo=Py;D3=Dy4=Dgs=Dg=D7=Dg=0
Elementstyvhetsmatriser:

2 c, = COS

Ki = k{a _ﬂ’ai =| % s¢c¢’ ! ’

- = —a a 2 |s sing
SeCo Sop | ¢

el: k, =k a, = {¢=90°} = {gﬂ

e2& e3: k2:k3:k0 )
C

ap={b=0} = ¢ °
C

Reducerat Ekv. syst. med Dy = 6, D, = &,

3 P ky O |[3 P
[ka, +Ko(a,+ag)]| *| = | X = |7 X=X
P

. P

Villkor: = = % k
n =

8, d,

]
~
=S

|

-
~

=
o

_ (1=1),

1
=
>
1
=
<

Normalkraft i element 1. N,

[[®)

Kompatibilitet:  8u; = 8u,, 8u, = 3u,coso +38u,sina

e duz = du,
Inre virt. arb.:  SA' = Su;N; + 8u,N, + SusNy
X Yttre virt. arb.:  8A° = Su,cosp P +3uysinf P

Virtuella arbetets princip: sA' = 5A® med kompatibilitet insatt ger

= 6U,(N; + N,coso —Pcosp) + 8uy(N25ina +N;—Psinp) = 0

Da duy och duy ar godtyckliga fas jamviktsekvationerna
N; + N,cosa—Pcosp = 0; N,sina+N;—Psin =0
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3(a)
Svag form (multiplicera ODE med godtycklig viktfkn. v(x), lat | vara elementets langd):
|

j V[(EAU') -k u+apAldx = 0 (1)

0 | |

Partialintegrera 1: termen: I V(EAU')'dx = [v(EAu')]B—j v'(EAU")dx (2)
0 0

Ek. (2), dar EAuU’ = Ac galler vid randerna, insatt i (1) ger den svaga formen enligt
[

|
j [V'(EAU’) + vk uldx = [v(Ac)]{,+j vapAdx
0 0
FEM-EKkv. ett element (approximativ I6sning av svag form):

u(x) = Nd,=u" = Bd, diar B = dN (de, elementets nodfor-
dx S
skjutningsvektor)

Forskjutningsansats:

Viktfkn. (val enl. Galerkin): v(x) = Nb, = ngT:>v' = Bb, = bgBT (be, en vektor med
Insatt i svag form ger: godtyckliga komp.)

| | |
| B'EABdx+ [ N'k,Ndx }de = b{[NT(AG)]B + | N'apAdx }
0 0 —_ 0

f
Ke ° fy
DA b, &r en godtycklig vektor fas: k.d, = f+f, = f,
3(b)
FEM-analys, tvé lika langa linjara element: N = [1_§ d, B = [_% ﬂ
Diskretisering: x = 0 X =1L/2 X =1L
O O O R.V.: Fg = Fg3 =0 (inga yttre punkt-
}—51 }—52 I—B krafter pa randen)
Elementmatriser: | | _ Ik
ky =k, = | B'EABdx+ [ N'k,Ndx = E2|1 - 21 -
0 0 -1 1 "6 |12

- f1=big - 228] A i) gEA2 ] gy - SEATLO
L 12L |1 2 L |01

|
T apAL |1
f,, = f,, = | N apAdx =<1=
=t ) { et
Ekvations- D D D. = A
100||"~1 1 2|1 3
system: 6EA _ _apL
001]|D, D, 1 pL

Samma som den exakta lGsningen!
OBS! notera att du/dx = 0, dvs det
ar fraga om stelkroppsrorelse!

Kommentar: for godtyckliga 7 fas med n = /24

2n+1 p-1 0 ||D D
2EA|27FL - o] - agAL 1 . o = 2L’ 1 apt?|?
L n-14n+2 n-1 2 4 |2 5 24 7E 1 nE 1
0 n-12p+1) D3 1 D, 1 1
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4

For nod 5 géller att:
Ns(& =-1,m) = N5(&,n =-1)

Ng(¢=1,n=0)=1= C =

Nsg(En=1)=0 = Ny =C(L+E)(1-1)

= [Ny = 3(1+8)(1-n")

NI

Temperaturen i pkt. £=1, =0.5:

T(E=1n=05) = N|,_, _ogTe = NaTp*+NgTg+NgTg =

TO
= 5(-0.38+3-1.02+6-062) = 0.8T,

5
(a) Bidrag till nodlastvektorn f, fran spanningsvektorn verkande pa sidan mellan

noderna 2 och 3: ~ ~ o ]
0 0
dS = h.2Ldg o 0 0
1
N, =0 + o, +71
JNTDlgas =4 = [|*=8 0 |1 i = B2
S N2:1_§ 0 O 1_E_,/\/202+T 2 02+T
23
N3 = ¢ & 0 o1t7
L0 & ] Gyt 1
(b) Randvillkor:  dqy =d;y=djy, =0
Reducerat ekvationssystem (Ekv. 3,5,6):
d (o) d 3c6,-0
3Eh 30 1]|"2x _Lh 1 2x L 10y
16 010 d3X_2 Tjdgx_3E 8t
T
d; = [0 0]
d
. T
(c) Tojningar: ¢ = Bd, = [Bl B, 33} d,| =4 d; = |:d2x 0] = B,d, + B;d,
dy T _
dy = [d3x ds;]
Nix 0 |10 1|00
dir B; =1 0 Ni,y 382:[00,832[01
Ni.y Niy 01 10
d,,/L G,-6,/3
:82138 day +182 Aay| _ d2X/L _1 b Stdmmer med den
L L ay % E|%27°1 exakta Isningen!
01 10 dy, /L 8t/3
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