KTH - HALLFASTHETSLARA

Tentamen i FEM for ingenjorstillampningar (SE1025) den 1 juni 2011 kl. 8-13.

Resultat kommer att finnas tillgangligt senast den 22 juni. Klagomal pa rattningen skall vara fram-
forda senast en manad darefter.

OBS! Tentand ar skyldig att visa legitimation. Skriv endast pa en sida av bladet. Skriv tydligt namn
och personnummer pa varje blad. Lésningar som &r otydliga och svara att folja kommer inte
att bedomas.

Hjalpmedel: Formelsamling i Hallfasthetslara, TEFYMA, BETA eller liknande och raknedosa.
Examinator: Jonas Faleskog, tel. 790 8977.

Betygsgranser: F(underkand) p <10 ; FX(mojlighet till kompletteringstentamen) p > 11; E p > 13;
Dp>15;Cp=>17;B p=>20; A p=>23,dar (p = tentamen+bonus).

1. [3 poang] En balk i en konstruktion kan modelleras enligt figuren )
till hoger, dar flexibiliteten av omkringliggande delar beskrivs mha
en linjar fjader, ky (hdgerénde), och en linjar momentfjéder, ky, ‘ El L
(vanster ande). Balken har langden L och béjstyvheten El, och fja- @

derkonstanterna ar k,, = E1/(BL) respektive ky = EI/(och), Kn

dar o och B &r positiva dimensionslésa konstanter. Bestam forskjut-
ningen i punkten dér den yttre kraften P angriper mha av energi-
metod baserad pa komplementér elastisk energi.

2. [5 poang] Figuren till hoger visar ett fackverk bestaende av fem
stanger som belastas med tva punktkrafter, vardera Py, och en
foreskriven forskjutning ug. Alla stanger har elasticitetsmodulen
E. De stanger som ar roterade 45° relativt horisontalplanet har
alla langden L och tvéarsnittsarean A. Den horisontella stangen
har langden /2L och tvarsnittsarean 2./2A .

Bestam nodernas forskjutningar. OBS! problemet blir betydligt
enklare att |6sa om dess symmetri beaktas.

3. Balken i Figur 3(a) ar kopplad till omgivningen via en kontinuerlig linjarelastisk fjader med en fja-
derkonstant per langdenhet k, [(N/m) / m]. Stangen har elasticitetsmodulen E, yttréghetsmomen-
tet I, tvarsnittsarean A, densiteten p och utsétts for en acceleration a(x) i z-riktningen. Balkens
forskjutningen i z-led, w(x), ges av l6sningen till differentialekvationen

2
d Z(Eld—\glj +kw—apA = 0,
dx dx

dar T = —(EIw")" och M = —-EIw"” géller vid rand med forskriven tvarkraft respektive
moment.

(@) [3 poéng] Ta fram den svaga formen till differentialekv. ovan och harled FEM-ekvationen
(anv. Galerkins metod) for ett element, dvs identifiera storheterna i ekvationen k,d, = f,.

(b) [3 poang] Figur 3(b) visar ett enkelt mekanisk system for att mata acceleration som bestér av
en elastisk balk fastsatt i en elastlsk skiva vars styvhet modelleras som en kontinuerlig elas-
tisk fjader med k, = 77EI/L (7> 0). Antag att balken utsatts for en konstant acceleration a
(inverkan av skivans masstroghet forsummas hér) och att EI, A och p ar konstanter. Dess-
utom, for att forenkla analysen, kan vinkelandringen i balkens &ndar séttas till noll, dvs
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w'(-L) = w'(L) = 0. Anvénd ett balkelement (2 frihetsgrader/nod) och ta fram ett uttryck
for accelerationen a som funktion av forskjutningen i balkens mittpunkt, A = w(x = 0), for
fallet » = 35/6. Jamfor med den exakta I6sningen a = nEIA/(AL p). OBS! troghets-
kraften som accelerationen ger upphov till ar den enda yttre kraft som belastar balken.

Z,W
_ q=2apA balk
Fig. 3 fE/P'"ATjHTVax M—»
g % % % % % =k, skiva X
X=X X

! (@)

M

Xx=-L (b) Xx=L

4. [4 poang] | det bi-linjara isoparametriska elementet visat i figuren till hdger
ar noderna felnumrerade, givet de formfunktioner som anvands for att
beskriva geometri och forskjutningar i elementet, se Formelbladet nedan.
Bestam Jacobimatrisens determinant for det aktuella elementet. Varfor blir
en FEM-analys felaktig i detta fall?

5. En kvadratisk skiva med kantlangden /2L och tjockleken h roterar kring sin diagonal med en
konstant vinkelhastighet o, se Figur (a) nedan. Skivans material &r isotropt, linjarelastiskt med
elasticitetsmodulen E, Poissons tal v och densiteten p. Antag vidare att férhallanden av plan span-
ning rader och att v = 3/10. En mycket “grov” finita elementmodell av skivan dar hansyn till
problemets symmetri har utnyttjats visas i Figur (b) nedan. Modellen bestar av ett enda triangel-
element med linjar ansats for forskjutningen (CST-element). “Centrifugalkraftens” inverkan pa
skivan kan modelleras genom volymskraften K, = pa"y. Elementets formfunktioner N; och ele-
mentstyvhetsmatris K, (plant spanningstillstand) ar givna i figuren.

(2) [3 poang] Visa att den totala nodlastvektorn blir F = [0 1 0 1 0 2]hL3pu)2/24 +Fpg, dér
Fg innehaller de reaktionskrafter som uppstar pga foreskrivna forskjutningsrandvillkor.

(b) [2 poang] Berdkna samtliga nodforskjutningar d, och reaktionskrafter Fg.
(c) [2 poédng] Berakna spanningarna i elementet.

Formfunktioner:

=1-2_Y N =%
Ny = 1-7-5 Ny =1,

Elementstyvhetsmatris:

Ng =7

135 65 -100 —35 —35 —30
65 135 —30 —35 —35 —100
_ Eh|-100 =30 100 0 0 30
® 182| 35 35 0 35 35 0
35 35 0 35 35 O
~30 -100 30 0 0 100

Nodforskjutnings- 4T _
vektor: ’ : de - [dlx d1y d2x d2y d3x d3yi|
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FORMELBLAD (komplement till Formelsamling i Hallfasthetsléara)

GLOBAL BESKRIVNING FOR ENDIMENSIONELLA ELEMENT

2 -
K, = k{a —ﬂ dar a = |C S¢| € = cos¢
—a a sc 2| S =sing
2 I, = cos@, = (X,—Xq)/L
; _ | M2 li2Mi - _
alternativt a = , My, = Cosgy = (Y,-¥y)/L
SPLLPRRUEP

L= - %)+ (=)’

OLIKA FINITA ELEMENT

2

1D, Balkelement:  Utbdjning: w(g) = N;d; +N,d, +Nyd; +N,d, = Nd,, B = 9—% = —150'-—'}
dx L™ dg
dl d3 _ 3 _ 2 3
oL, El N, = (2-35+&7)/4, N,=L(1-5-E°+&")/4
d, ¢ Ny = (2+38-8%/4, Ny=L(-1-g+&’+&%)/4
| | |
| | o &
-1 0 1
3 3L -3 3L 78 22L 27 -13L 1
L 2 2 L 2 2 !
jBTde _ % 3L 4L° -3L 2L jNTNdx _ L |22 8L 13L -6L INTLda _ Ll
] 213|-3 3L 3 -3L ] 105 27 13L 78 -22L . 1
3L 212 —3L 412 ~13L —6L.% —22L 8L2 -L/3
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Plana element (2D):

3-sidigt triangelelement: diy
dpy
FbrSkjut' |:U(X’y):| = Nl 0 N2 0 N3 0 d. = Nd d = d2X
ningar:  [v(xY) 0N, ON, 0Ny ° ¢ T |dyy
1 d3X
Ni = 5 [(Yo = Y3) (X =X5) + (X3 = X5) (Y = Y,)] d
ZAe | 3y_
d2X 1
N, = ﬁ[(h_yl)(x_xg)+(X1_X3)(Y_Y3)]
e
1
Ny = ﬁ[(yl_b)(x_xl)+(X2_X1)(y_yl)]
e
Tojningar:  |&,, oN;/ox 0
ey =Bde  B=[B; BBy Bi=| 0 oN/oy
Tay ON,/dy ON;/0x

4-sidigt isoparametriskt element:

day X
AY g, - AT
‘ To— [

4, L»dm( ‘_y

Yy

I/ d2y 1 2 d

dux q Ny =(1-8)(1-n)/4, Np=(1+8&)(1-n)/4
-3

Ny =(1+&)(1+n)/4, Ny=(1-&)(1+n)/4

Ft')rs_kjut- uem)| - N, O N, 0O N; 0 Ny, O N
ningar: vi&,m) [0 N; 0 N, 0 Ny 0 N| °© )
Exx ON./ox 0
Tojningar: ¢ = |z | =Bd, B=[B;B,B;B,] Bi=| 0 oN/dy
Txy 0N/ dy ON;/ox
dar |ONVOx| 2 | oNi/og 52 |oxvae ay/aﬂ
oN,/dy oN,/om ox/ o 8y/d
(@) ©) O O
Spénningar:
Oxx lv 0 lv 0
_ _ _ E _ E(l-v)
G = |6y =Ce¢ C-= (—1_V2)V1 0 (PS) c = (1+v)(1—2v)V1 0 (P.D)
o 00 (1-v)/2 00 (1-v)/2

FEM Ekv. (ett element): U BTCBdV}de = D' N'tdS + INTKdV K = volymskraft

} t = spanningsvektor
Ve Se Ve
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LOSNINGSFORSLAG: FEM FOR INGENJORSTILLAMPNINGAR, 1 JUNI, 2011

1.
Frilagg balken! 2 jamviktsekv. och 4 obekanta (Mq, My, Ry, N)
Ky AR, P => Statiskt obestamt!
@l( ElLL ,, Komplementar elastisk energi:
Ml 1 2 M2 2
Y W = L 2 2 —1 N_
N W= s (Mot MaMa+ Mo) + 5+ 2k
. El El
dar ky = —, ky = —
K N ocL3 M pL
Minsta arb. princip: oW _ 0 M. = 6aPL
My N 17 1+120+4pB +12ap
MW _ o m, = —Ba(l+2B)PL
oM, 27 1+12a + 4B + 12ap
Forskjutning i oW 3 M. —M 3
al 2~ My a(l+4B)PL
kraftangreppspunkten: o = P - E(P + (——L_D =13 1;(1 " 4%)+ 1798
2.

Randvillkor:

D1:D2:D4:D6:O
D3 =ug

F5:—P0
2 C = Cosd
c” sc
scs2| 87 sind
E.2A _ EA 10
el: k :k:—:—’a :{(I):OO}:
! N7 00
: = —E—A = :_0211_1 = = O:lll
e2&e3: k; = k = 5-.8, = {$ = ~45°} 2[_ J,ag { = 45°} ZLJ
Assemblering av styvhetsmatris: K = k -a, a;+a, -a,
-a -a, a,ta
Reducerat Ekv. syst. (3,5): 3 2 7273 Uy Py
D = —
(o S S R W T Y
= 5 =
2|-1 2]|Dg| |-P, 2|2 —Po| 2|-1 3:5k“0+ﬂ>
2
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3(a).
Svag form (multiplicera ODE med godtycklig viktfkn. v(x)):
X2
j V[(EIw")" +k,w—-apAldx = 0 (1)
X1
Partialintegrera 1: termen: I v(EIw")"dx = [vM]X —[vT]X +j v'(Elw")dx  (2)
(2) insatt i (1) ger I [v"(EIw")+vk wldx = [vT]X [vM]X +j vapAdx

FEM-EKv. ett element (apprOX|mat|v I6sning av svag form):

zZ

2
d (dg, elementets nodfor-
dx skjutningsvektor)
Viktfkn. (val enl. Galerkin): v(x) = Nb, = biN" =v” = Bb, = b.B" (b,, en vektor med
godtyckliga komp.)

Forskjutningsansats: w(x) = Nd,=>w"” = Bd, dar B =

N

Insatt i svag form med x; = —L och x, = L (elem. l&ngd satt till 2L) ger:

L L
b{ [ BEIBdx+ [ NTkNdx }d {[N TIo L—|:dN MJ " j N"apAdx
-L -L dx
ke fs fb
D4 b, ar en godtycklig vektor fas: k.d, = f +f, = f,
3(h).
FEM-analys: é\dl 2L, El /I\ds _
ett balkelement: 'dz I\'d4 Randvillkor: d, =d4 =0
| I &
-1 0 1
. . 3 3L -3 3L 78 22L 27 -13L
Element- K = J'BTEIBLd§+ jNTkZNLdg _ ErjaLal® -3 ac®|, kb2 8L® 131 -6L7
styvhetsmatris: M ° 213(-3-3L 3 -3L| 105| 27 13L 78 -22L
3L 212 —3L 4L? ~13L -6L% —22L 8L?
L 1
Lastvektor:  Fy, = [N'apALdg = apAL Lf‘
N L/3
Reducerat ekvationssystem (1,3) med k, = HE {T] = :15-} = 35—E4I
6L

st o] - -

4
| punkten x =0 galleratt A = w(x=0) = 3 Nj(&=0)d; = _325'2:- _ 35EIA4
“ 6pAL
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4. Koordinaterna i det isoparametriska elementet ges av interpolationen (koord.-transformationen):

4
X(&m) = 3 Nix; = 2a(NL+N2) = a(1-¢&) ox oy
izl —J= |95 0% ={O _b}:m:—ab
ox oyl a0
y(&m = > Niy; = 2b(N1+N4) = b(1-n) on 0

i=1
Den felaktiga nodnumreringen leder till en “negativ” elementstyvhetsmatris. T.ex. for en fjader
innebdr det att en positiv normalkraft i fjadern leder till en negativ fjaderforlangning.

5(a).
Bidraget fran volymskraften fas enligt: F, = INTKdV
Ve
Harar K, = pa)zy, dvs enbart komponenterna i y-riktningen &r skilda fran noll!

L{ (L=-x) 2, L 2,3
X 2 3
Fbly:J- j (1—E—)|9pco yhdy dx:%j(L—x) dx:me
o\ 0 0
L{ (L-x) 2h|_ 2, 3
- X @l - pon —y)2qx = @ L
Fooy = [| | “po yhdy dx = =5 [x(L-x)"dx 5
oN 0 0
L{ (L-x) 2hL 2, 3
- Y 2 = PO Nr _\3gy = L@ NL
Fpay = J' | PO yhdy|dx = 3L I(L X)~dx B
o\ 0 0

Med foreskrivna forskjutningar i frinetsgraderna dyy, dsy, dyy, da, erhélls reaktionskrafter, dvs
Fr = |:FR1X Friy 0 Froy Fray O}
Totala nodlastvektorn blir:  F = [0 1010 g]hLSpm2/24 +Fp
5(b).
Reducerat ekvationssystem med

2,3 2,3
hansyn tagen till randvillkoren _E_hFO 15} [dai - QQ%H N [d2x] - l&.‘-_{—ﬂ
4

Ek.(3, 6): 91115 50] |d,, 2| |dg, 60E |10
, _ _ _ Eh -
Reaktionskrafter: Ek. (1): Ry, = @(— 100d,, - 30dg,) = 0
2,3
Eh hL
Ek. (2): Ry, = TS 30d,, —100d3,) - Fy,y, = _P_028__

2,,3
hL
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5(c). Spanningarna i elementet gesav c = Ce dar ¢ = Bd, = B,d; + B,d, + B;d,

har galleratt d, = 0; d, = [d2><] =
d2y
oN./ox 0
B=| 0 oN/oy|=B, =]
ON,/0y ON;/0x

Ox E100300
=0 = |6y| = 7(30 100 0

Ty 0 0 35

60E
10
01

110

[[00

01

2
po L

0 0[> B3

B

|

0

00
10
1OO

+ -
l01
10
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1 _
LOlaC_{

§

2,3
_poL

60E

\/:l :E
3

pc)ZL3 _

K

0

2
pPw

L

2

60E

6

100 30 0
91| 30 100 0

0 35
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