KTH - HALLFASTHETSLARA

Tentamen i FEM for ingenjorstillampningar (SE1025) den 15 mars 2012 Kkl. 8-13.

Resultat kommer att finnas tillgangligt senast den 3 april. Klagomal pa rattningen skall vara fram-
forda senast en manad darefter.

OBS! Tentand ar skyldig att visa legitimation. Skriv endast pa en sida av bladet. Skriv tydligt namn
och personnummer pa varje blad. Lésningar som &r otydliga och svara att folja kommer inte
att bedomas.

Hjalpmedel: Formelsamling i Hallfasthetslara, TEFYMA, BETA eller liknande och raknedosa.
Examinator: Jonas Faleskog, tel. 790 8977.

Betygsgranser: F(underkand) p <10 ; FX(mojlighet till kompletteringstentamen) p > 11; E p > 13;
Dp>15;Cp=>17;B p=>20; A p=>23,dar (p = tentamen+bonus).

1. [3 poang] En struktur bestaende av tva likadana balkar &r sam- ElLL
manfogade i ett bojstyvt horn, se figuren till hdoger. Vid hornet F@ /}M
angriper ett yttre moment M. Strukturens andar ar kopplade till ki
omgivningen via momentfjadrar, bada med fjaderkonstanten

ky = aEl/L, dar 0 <o <o aren dimensionslos konstant. Res-

pektive balkdel har langden L och bgjstyvheten El. Bestdm hor-
nets rotation mha av energimetod baserad pd komplementar
elastisk energi (ev. bidrag till elastisk energi fran normal- respek- kM(ggg)
tive tvérkrafter kan férsummas). Ledning: utnyttjande av proble-

mets antisymmetri férenklar analysen, samt notera att hoérnet

enbart kommer att rotera ej forskjutas.

13
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. [5 poang] Ett fackverk av kvadratisk form bestar av fyra likadana
stanger och tva olika fjadrar enligt figuren till hoger. Stangerna
har alla langden L och dragstyvheten EA. Fjaderkonstanterna &r
ky = 4k, = 2EA/L. Bestam Fackverkets forlangning i hori-
sontell och vertikal led da fackverket belastas av krafterna H och
V. Ledning: om symmetri utnyttjas kan problemet reduceras till
enbart tre element.

|00

. Differential-ekvationen for varmeledning (1D) kan skrivas som

i(kAd—U +gA-hP(T-T,) =0, Konvektion, h
dx dx Q varmeledning, k

dar T ar temperaturen, k [W/m/°C] materialets varmekonduktivi- | : \ -
tet, h [W/m?2/°C] varmedvergangstalet till omgivande medium, A *1 % T(x) J X2
tvarsnittsarea, P tvarsnittets omkrets, g [W/m3] en kontinuerligt q varmekalla
distribuerad varmekalla och T ar omgivande mediums tempera-

tur.

(a) [1 poang] Visa att den svaga formen till differentialekvationen &r

X, Xy X2

v AdT - X2

KA dx+ [VhPTdx = [V(-Q)L, + [V(dA +hPT )dx,
X, X, Xy

dér v ar en godtycklig funktion av x och Q = — kAdT/dx (Fouriers lag).
(b) [2 poang] Harled FEM-ekvationen (anv. Galerkins metod) mha den svaga formen ovan for ett
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element, dvs identifiera storheterna i ekvationen k T, = f,.

(c) [4 poédng] I en tillampning utsétts en maskindetalj som kan betraktas som en endimensionell
struktur av langd 3L (0 <x <3L) for en kontinuerligt utbredd varmekalla, g = Q,/(AL),
over strackan L <x < 2L (q=0 for x < L och x > 2L). Maskindetaljen ar isolerad fran omgiv-
ningen i intervallet 0 <x <L (ingen konvektion 6ver begransningsytan, h = 0), medans
varme kan Overforas via konvektion dver dess begrénsningsyta i intervallet 2L < x < 3L, dar
hPL = 3kA/L. Temperaturen hdlls konstant och lika med T, i maskindetaljens andar, dvs
vid x = 0 och x = 3L. Storheterna A och k &r konstanta och kan tillsammans med L anses
kdanda. Genomfor en FEM-analys av varmeledningsproblemet (stationart tillstand) mha tre
lika langa element med en linjar T-fordelning i varje element. Bestdm nodtemperaturerna och
hur stor del av det tillférda varmet som bortférs via maskindetaljen i intervallet x < L respek-
tive x > 2L, for specialfallet att T, = 0 och Q, = 12T,Ak/L. Notera, att da tillstandet &r
stationart maste allt tillfort varme ledas bort.

4. [4 poang] En plan plats rand belastas med en spanningsvektor, t, enligt figuren nedan. Randen har
langden L och platen tjockleken h. Platen modelleras mha plana bi-linjara element i en FEM-ana-
lys dar den aktuella randens nodnumrering framgar av figuren. Spanningsvektorn ger upphov till
foljande lastvektor

T _ _ |o
F = [le Fly Fox F2y Fax F3y } - {

ohL 0 oohL  5c,hL ,
24 4 24 o

dér o ar en kand referensspanning. Bestam storheterna 6, , o,, 0g, 0ch o, mhaav den
givna lastvektorn.

v

Ay By

5. Ovansidan av en kvadratisk plat (2L x 2L, tjocklek h) belastas av ett konstant yttryck p. Platens
vanstra och undre kant, respektive, halls pa plats av friktionsfria stela underlag. Utmed den hégra
kanten finns ett fjadrande stod med den totala fjaderkonstanten k = Eh, se figur (a) nedan. Platen
ar fri och obelastad ut ur planet. En FEM-analys skall genomféras mha ett enda bi-linjart 4-nods
element enligt figur (b) nedan. Materialet &r linjért elastiskt med elasticitetsmodulen E och Pois-
sons tal v = 1/3. Styvhetsmatrisen for 4-nods elementet &r given i figur (c) i relation till den givna
elementforskjutningsvektorn de.

(a) [3 poang] Berakna nodforskjutningarna. Notera att dpy = d3, och d3y, = day, pga symmetri.

(b) [3 poidng] Berakna spanningarna i elementet. Ar I16sningen exakt?

@ "l_p_i" (b) p

8 3
© |3 8
0
1

Q0O O O 0O Q

Lk

Q0 00 OO0

- L
de = |:d1x d1y dyy d2y dy dSy dyy d4>]

Tentamen i FEM for ingenjorstillampningar (SE1025) den 15 mars 2012 kl. 8-13. 2



KTH - HALLFASTHETSLARA

FORMELBLAD (komplement till Formelsamling i Hallfasthetsléara)

GLOBAL BESKRIVNING FOR ENDIMENSIONELLA ELEMENT

K =kla -2 dar a:czsc C = cos¢
° laa 2

SC S s = sing
2 I, = cos@, = (X,—Xq)/L
alternativt a = | 12 12r:12 My = Cosdy = (Y, —Yq1)/L
SPLUPIRLY
L = A/(Xz_xl)z"'()’z_yl)z
OLIKA FINITA ELEMENT
1 L 2 r
. . ( Ny =1-¢
1D: ¢1<|3 |3¢2 (&) = [Nl NZJ b1 ! ~ B = dN _ l[—l 1]
| - & - "2 Ny =& dx L
0 1 N
1 o 1
Anvandbara integraler: IBTBLdé = %[11 _11’ JNTN'—di = %E ﬂ INTLd& - IEH
0 - 0 0

Plant element (2D):

4-sidigt isoparametriskt element:

ds - SN
Ay d4y d )
d3
dy g‘ﬂhx J
y 4
Vewn
O . Ny = (1-E)(1-n)/4, Ny=(L+E)(1-n)/4

N3 =(1+&)(A+n)/4, Ny=(1-E)(1+n)/4
Forskjut- {u(g,n)} - [Nl 0 N 0 N3 0N Olde = Nd,

ningar:

v&m) [0 N, 0N, 0 Ny 0N,
N - ON./ox 0
Tojningar: &= [¢,| = Bd, B = [Bl B, B, 54} Bj=| 0 0Ny
yXy

0N,/ 3y ON;/ox

P oL G R 5 = [oxsee ayseg
oN./dy oN./om 0x/0m 8y/ 0

Spénningar:
Oxx 1v 0 1v 0
_ _ _E E(L=v)
o = loy,l = Ce C=— 5 vl 0 (PS) c-= (1+V)(1\12V) vi 0 (P.D)
Oy (1=vI10 0 (1=v)/2 00 (1-v)/2

FEM Ekv. (et element): [ [ BTCBdV}de = [ [NTtds + jNTKdV} t= spanningsvektor
S

K = volymskraft
V, Ve
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LOSNINGSFORSLAG: FEM FOR INGENJORSTILLAMPNINGAR, 15 MARS, 2012

1.
El, L M
h(@ T ELL )0 = M
M ~ 2
El m Anti- K
kp = nT - symmetri

k \Y
Frilagg/snitta @M ( M/2 i
. R . _ R V MR
Jamviktsekv.: Mg-M+VL =0
1 jamviktsekv. och 2 obekanta (Mg, V) => Statiskt obestamt!
2

L .2 2. Mg L ( 2 2( 3)
Kompl. elast. energi: = — + + +—0 = — + + +2
p gi: W 6EI(MR MrQ+ Q") 2Ky  GEI Q"+ MzQ+ Mg 1 N

Minsta arb. princip: oW 0= Mg = _Qn

oM S 2(3+m)
H-(IjrnEPS ) g = @ = L(M + ZQ) = %(ﬂ + = Q = M = QLQH +
vinkelandring: 0Q 6BEI' R 4EI(3+ M) 2 8EI(3+ M)

Specialfall: Momentfria &ndar(7=0): 9 = % Fast inspanda andar(7 — «©): @ = %

Alternativt kan problemet l16sas med Q = M och med styvheter multiplicerade med faktorn 2!

2.
De
~ 7 A Ds

Diskretisering e3

kV el D,
D,

—oxi _ _

Horisontell symmetrilinje (halvering au b Vertikal symmetrilinje (halvering av

“langd™ => fordubblad styvhet) “tvarsnittsarea” => halverad styvhet)

Randvillkor: D; =D, =D, =D5=0; F3=H/2, Fg = V/2

2 -
. _ C = COS
Elementstyvhetsmatriser: K, = k{a ﬂ,a = |C sC o

—a a sc s2 S = sing
EA . _ 2EA L _ror 110
e_l:klzz, 31:{4):900}:{82} e_2.k2-—|_—, a2_{¢_0}_{00}
. _ EA — g — oy 111 -1
&3 ky = -, a3—{¢——45}—§[_1 J
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2. forts.
Styvhetsmatris Reducerat Ekv.- _A[ } 3| _ [H /2}
fér systemet: a,+4a, —da, _a, system (3) & (6): 2L |1 » N

EA
K = SL| 43 4a;t2az -2ag . Dl _ L [2H-V
-3, -2a; a;+2a, Dg 9EA|5v_H
Horisontell forlangning: 2D = 2LEH=V)  vertikal forlangning: 2Dg = 2LV -H
9EA 9EA
3.

Xp

. . ) d d
Mult. O.D.E. med viktfkn. & int : - L - - =
(@) Mu med viktfkn. & integrera .[V[dx(kAdxl +gA-hP(T Tw)}dx 0 (1

X2 X1 X2
Partialintegration ger: Iv[d%(kAg—D}dx [(kAgDJXZ g—\-;(kA(;—Ddx (2)
X1

Ekv. (2) insatt i Ekv. (1) med -Q = kA?j—;I(- ger svag form enligt:
Xy Xy X, Xy
g—va dx + .[thde = [v(- Q) quAdx+ .[vhpdex
X, X1 Xq Xy
(b) Temperaturansats: T = NT dr _ dNT BT
€ dx  dx €
: - dv TdN' T ST
Viktfunktion: v = Nb, = b,N i = b, O - = b, B

Insatt i svag form, med x; = 0 och x, = |, (elementlangd) ger FEM-ekv. for ett element enl.
le le

le le

.
[BTkABdx + [N'hPNdx |T, = bg| [N'(-Q)], + [N"gAdx + [NhpT,(dx)

0 0 0 0
Ke fe
o T = H o
Da b, dr godtycklig erhalls FEM-Ekv. som kT, = f,
(c) FEM - modell: © O O O RV..T=Ty=Ty
T, ¢ T, € 7, e 7, = Qg1> Qrs“Reaktions-
floden”

Linjara element: N:[l gg = B=7 [11] dar ly=1l,=I3=L
L

Elementmatriser: k, = J'BTkAde = '%{11 _ﬂ, Ky = jN hPNdx h';LE 1} (enbart el. 3)

0

(‘D_

=Ky =Ky =Ky, Kg=ky Tk = {hPL BEA} i kTALZ/z _12/2}

L

L
KT AKT
jNTqux = {q = 12—20} = TOH (enbart el. 2) J'NThpToodx ={T,=0; =0
L
0

0
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3(c). forts.
Ekv. system: 1-1 0 o0 |[To Qr1 0 Ekv. (2) & (3) ger:
Ak|—1 2 -1 0 ||To| _ | 0|, AKTylg
L - * L Tyl _ |5
0-1 3 -1/2 T3 0 6 T = . TO
0 0 -1/2 2 _TO_ _QR4_ 0 3
45AKTy _

Ekv. (1) & (4) ger: Qg = ~22Q, (Dvs. riktat ut ifrén andytan), Qg = 0

10 L

Temp. 55T0

Tolkning av resultatet!

To  Varme bortfort

Varme bortfort 4.5 To : :

over el. 1:s and- EQO <0 O . Q) via ko?vgktlon
ta (randen o f \ 5  OVerel.s.s

yta ( ) Tillfort varme Qg %QO begransningsyta

4.
Da Fy=0 = o, =0 =0
Allmant, en spanningsvektor linjart fordelad langs en elementkant med normal i x-riktningen:

tjocklekh ¢
B 1- 1+
b= taNy(E = 1)+ tNg(e = 1) = B4 B2

1 ty + 2t
_ _ Lygn = AT 2BhHL
for = [ Na(€= 1m) t, ghdn = S5—=5
_ _ L _ 2+ ighL
foy = j_lNz(g_ L)t ghdn = ===
ty +1
OBS! f,, +f, = A8t
Aktuellt problem: 2 2
A Y 5c
O—O0——>th=0 _ hLSax 2%Bx
':i 3%’ BT L- —>F3X'1_|2-(2+ 2)
2 / hL
0—2(:)% ta = (oax *+ oBY)/2 L2l Fox = I§(20Ax+ Opy)
I:i ? 2(;7 tg = (oax + 0Bx)/2 . %(GAHZGBX)
2 / 0- 5
Med givna nodkrafter fas:
Eo- h_L(fiAxJ,‘LBx) _ Soht
x = 12\ 2 2 24 opx = 0 OBS! Uppfyller aven
5 56.hL :G =c Ekv. for Fy,
_ hL(GAx GBx) _ 29 BX 0
12\ 2 2 24
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5.

(a) Den yttre lasten, dvs yttrycket ger upphov till nodkrafterna f3y = f4y =—pLh

k/2 = Eh/2
For nodkrafterna f,, och fs, géller: W@I
K Eh
fax = 5(_d3x) = _7d3x
Pa samma satt: f,, = lé(—dZX) = —E—ZhdZX
Reducerat ekvations- 8103 dyy _—EhdZX/Z_ 16 1 03 dyy 0
system (3,5,6.8):  Eh|183 0| |ds| _ |~Ehd,/2| _ Eh|1 16 30||d3| _ | 0
16103 8 1|ds, —pLh 1610 3 81||d| |-pLh
3018|g,, _pLh | 3018|q,| [pLh

Utnyttja symmetrin och 18t dy, = d3y = u och d3y, = dgy = v, vilket ger det férenklade systemet
Eh|17 3{ju|_| © (U] = pL| 3
16|3 9||v| |-pLh| |v| 9E|-17
(b) Spéanningar berdknas for det aktuella problemet enligt:

o = Cs = CBd, - C(BZH +BSH +B“@

le 0
: N \
Dar B = | 0 N, y,hi’:ir gdlleratt N, , = —I'_§ Ny = %\
NI,y NI,x - _
1 £930
For plan spanning med v = 3 fasatt C = 51390
00 3]
(Na N U |93 0[[us@)  |-pse
=0=C (Ng’y+N4’y)v = 5 390||v/@2L)| = | -p
(Ngy+ N3 u+ (N3, + Ny v 003]| 0 0

Kommentar: last och geometri leder till homogen spanningen i platen,
alltsa &r FEM l6sningen exakt!
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