KTH - HALLFASTHETSLARA

Tentamen i FEM for ingenjorstillampningar (SE1025) den 8 juni 2012 Kkl. 8-13.

Resultat kommer att finnas tillgangligt senast den 29 juni. Klagomal pa rattningen skall vara fram-
forda senast en manad darefter.

OBS! Tentand ar skyldig att visa legitimation. Skriv endast pa en sida av bladet. Skriv tydligt namn
och personnummer pa varje blad. Lésningar som &r otydliga och svara att folja kommer inte
att bedomas.

Hjalpmedel: Formelsamling i Hallfasthetslara, TEFYMA, BETA eller liknande och raknedosa.
Examinator: Jonas Faleskog, tel. 790 8977.

Betygsgranser: F(underkand) p <10 ; FX(mojlighet till kompletteringstentamen) p > 11; E p > 13;
Dp>15;Cp>17;B p=>20; A p=>23,dar (p = tentamen+bonus).

1. [3 podng] En enkelkrokt balk i form av en halvcirkel med radien R
ar forstarkt med en fjéder, k. Strukturens vanstra énde sitter fast i
ett stelt fundament och dess hogra ande belastas med en punkt-
kraft, P, och ett punktmoment, M, enligt figuren till hoger. Balkens

bojstyvhet & El och fjadern har styvheten k = nEIl/ R3, déar
n >0 4ar en dimensionsldés konstant. Systemets komplementéra
elastiska energi ges av

W R(zR°P” + 8RPM + (2 — (8 — n))M)
2E1(2 + 1)

Bestam normalkraften som uppstar i fjadern nar strukturen belastas av P och M.

2. [5 poang] Ett fackverk bestaende av
tva stanger enligt figur (a) till hoger
har visat sig vara for vekt i en till-
ldmpning. Det forstarkts darfor med
tva fjadrar, bada med fjaderkonstan-
ten k, se figur (b) till hdger. Bestdm
k, sa att den vertikala forskjutningen
till foljd av kraften P minskar med
en faktor 4. Sténgernas dragstyvhe-
ter och langder framgar av figuren.

3. Figuren till hoger visar en endimensionell modell av ett turbin-

X
blad som har tvérsnittsarean A, langden L, elasticitetsmodulen stelt nay”
E och densiteten p. Turbinbladet roterar med en konstant vin- , _ 39
kelhastighet . Forskjutningen i axiell led, u, ges av lGsningen x =" i\/
till differentialekvationen (stark form) 0 -y
Exakt l6sning: P
d ( du) 2 2,3 NN
+ =
GH(EAG) avax =0 w0 = e (")

dar E, A och p kan variera med positionen x.

(@) [1 poéng] Visa att den svaga formen &r

3L 3L
:VEAgudx = [V(oA) I3 + [ vApw’xdx,
2L 2L
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dér v = v(x) ar en godtycklig viktfunktion och sambandet c = Eu’ har utnyttjats.

(b) [2 poéng] Héarled FEM-ekvationen (anv. Galerkins metod) mha den svaga formen ovan for ett
element, dvs identifiera storheterna i ekvationen k. d, = f,.

(c) [4 poéang] Dela in turbinbladet i tva linjara 2-noders stdngelement av samma langd. Antag att
storheterna E, A och p dr givna konstanter och att turbinbladets axiella forskutning vid x = 2L
ar noll. Genomfér en FEM-analys och berdkna turbinbladets totala férlangning. Jamfor 16s-
ningen med den exakta l6sningen given i figuren ovan till hoger.

Ledning: positionen i ett element kan beskrivas enligt X = x;(1-&) +X,&, (0<&<1), dar
X1 och x, motsvarar elementets nodkoordinater. Anvéndbara integraler ar:

1 2 1 2 1 1
1-¢§)dg = d§ = 2| (1-§)&dg = =
JA-orde = | g'de = 2f (1-8)ede = 3

4. [4 poang] Figuren nedan visar en modelleringssituation i 2D som uppstar vid 6vergang fran ett
“bikvadratiskt” 8-noders isoparametriskt element (A) till ett “bilinjart” 4-noders isoparametriskt
element (B). For att sakerstalla att natet &r kompatibelt vid deformation maste bivillkor formule-
ras for frihetsgraderna i noden J med hjélp frihetsgraderna for noderna | och K, annars kan over-

lappning/glapp uppsta mellan elementen som i exemplet langst till hoger nedan. En typisk form
for sadana bivillkor &r

Ailu-J+Ai2u-I +A;u!< =0 I =XY,
dar Al, A2 och A ar koefﬁmenter som matas in i FEM >programmet och i anger frihetsgrad i x-

led eller y-led. Lat Al = A] = 1 och bestdm A), A3, A, och A} s& att natet uppfyller kompati-
belt vid deformation. Noden J ligger i odeformerat lage mlttemellan noderna | och K.

oo | o |
- _-" \
o~ B ‘ o ‘\@J B |

\ QJ | \ 1 |

\ A | ! ! A v

o v __--o0 o) ; - ©

~ 0 - | _ -

\, o~ K I o~ K

o-- o]
Odeformerad Deformerad med bivillkor Deformerad utan bivillkor

5. En rektangular skiva (L x 2L, tjocklek h) star mot ett stod pa ett lutande underlag, se figur (a)
nedan. Skivan belastas av sin egentyngd. Materialet har densiteten p och &r isotropt, linjart elas-
tiskt med elasticitetsmodulen E och Poissons tal v. Plan spanning antas rada i skivan och att

= 0. Figur (b) nedan visar en forenklad FEM-modell av skivan bestaende av ett 4-sidigt bilin-

jart isoparametriskt element. OBS! notera att forskjutningsrandvillkoren forutsatter att underlaget

ar friktionsfritt och att vinkeln inte &r storre én att skivan ar i kontakt med underlaget. Egentyng-

den kan modelleras som en volymkraft (K,, K = pg(sing, —cos), dér tyngdaccelerationen g
res

kan anses kand. Elementets styvhetsmatris oc ulterande forskjutningsvektor ar givna i figur
(c) nedan.

(a) [2 poéng] Visa att egentyngdens bidrag till lastvektorkomponenterna i nod 1 ar:

fo1x = %hszgsin(p respektive f,;, = —%hszgcos(p.

(b) [2 poé&ng] Berékna reaktionskrafterna i nod 1. For vilken vinkel ¢ kan skivan forvéntas vélta?
(c) [2 poéng] Berékna forskjutningsvektorn u i punkten {x = L,y = 3L/2}.
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tjocklek h
() Elementets
Jacobimatris:
;- L[l/z o}
stod 01
6 1 5-1-3-12 1] 0
(c) 141-2-1-2-10 0
51 6 -12-1-31 , 0
d
Kk,=ENf-L-2-14 10 1 -2 g %) 2 pdl 0 g, |0 gagq
8l-3-12 16 1 -5-1 dy,| B || 80 0
1-2-10 1 4 1 =2 d, -24 12
2 -1-31-51 6 -1 dy 75
10 1 -2-1-2-1 4] > | 24] 12]
|day|
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FORMELBLAD (komplement till Formelsamling i Hallfasthetsléara)

GLOBAL BESKRIVNING FOR ENDIMENSIONELLA ELEMENT

K =kla -2 dar a:czsc C = cos¢
° laa 2

SC S s = sing
2 I, = cos@, = (X,—Xq)/L
alternativt a = | 12 12r:12 My = Cosdy = (Y, —Yq1)/L
SPLUPIRLY
L = A/(Xz_xl)z"'()’z_yl)z
OLIKA FINITA ELEMENT
1 L 2 r
. . ( Ny =1-¢
1D: ¢1<|3 |3¢2 (&) = [Nl NZJ b1 ! ~ B = dN _ l[—l 1]
| - & - "2 Ny =& dx L
0 1 N
1 o 1
Anvandbara integraler: IBTBLdé = %[11 _11’ JNTN'—di = %E ﬂ INTLd& - IEH
0 - 0 0

Plant element (2D):

4-sidigt isoparametriskt element:

ds - SN
Ay d4y d )
d3
dy g‘ﬂhx J
y 4
Vewn
O . Ny = (1-E)(1-n)/4, Ny=(L+E)(1-n)/4

N3 =(1+&)(A+n)/4, Ny=(1-E)(1+n)/4
Forskjut- {u(g,n)} - [Nl 0 N 0 N3 0N Olde = Nd,

ningar:

v&m) [0 N, 0N, 0 Ny 0N,
N - ON./ox 0
Tojningar: &= [¢,| = Bd, B = [Bl B, B, 54} Bj=| 0 0Ny
yXy

0N,/ 3y ON;/ox

P oL G R 5 = [oxsee ayseg
oN./dy oN./om 0x/0m 8y/ 0

Spénningar:
Oxx 1v 0 1v 0
_ _ _E E(L=v)
o = loy,l = Ce C=— 5 vl 0 (PS) c-= (1+V)(1\12V) vi 0 (P.D)
Oy (1=vI10 0 (1=v)/2 00 (1-v)/2

FEM Ekv. (et element): [ [ BTCBdV}de = [ [NTtds + jNTKdV} t= spanningsvektor
S

K = volymskraft
V, Ve

Tentamen i FEM for ingenjorstillampningar (SE1025) den 8 juni 2012 kl. 8-13.



KTH - HALLFASTHETSLARA

LOSNINGSFORSLAG: FEM FOR INGENJORSTILLAMPNINGAR, 8 JUNI, 2012

=

Castiglianos 2:a sats ger forskjutningen i P:s riktning enligt

M I _ R*(zRP +4M)
N oP EI(2+7m)

k = nEI/R® P~ D4 4ven ar den forlangning som uppstar i fjadern fés
normalkraften som

N = kg = qEPHAM/R)
(2+mm)

[

Randvillkor: D3 = D4 = D5 = D6 = D7 = D8 = Dg = DlO =0
F, = Psing, F,=-Pcoso

: a; —a;
Elementstyvhetsmatriser:  K; = k;| i

—8; g

Do
a:[w} [oo} :1[1-J§]a_ [3 Jé]

1 2~ 3
00 01 J3 3 J31

EA

255, k=g kg = kg =k

ky = 2kg =

Reducerat ekvationssystem (Ekv. 1, 2):

D, 2kgtk 0 ||Dg Psing —Pcos ¢
ko(2a; +a,) +k(a, +a = = =D, =
[0( 17 8) T K(E 4)] [D] [ 0 k0+k][ ] {—Pcosw 2 kptk

2
EA

Enligtvillkor:  Dy| = 37D,| = k= 3k = 355
£ =

3.
3L
(a) Mult. O.D.E. med viktfkn. & integrera: J' [dd (EAgu) + prZXJdX =0 1)

3L 2L 3L
- : _ d(gpdu _ duy73t  pdv(-,du
Partialintegration ger: Iv[dx( OIXde = [v(EAdX)LL— IdX(EAdX)dx (2)
2L 3L
(2) insatti (1) med o = Eg—i ger svag form: Id—EA dX = [v(o A)]2L+ IVAP®2XdX
2L
s elein i . du _ dN
b) Forskjutningsansats: y = =
(b) jutning u = Nd, ™ dxde Bd, T
; - T dv T dN
Viktfunktion: v = Nb, = beN ™ = b, O = b, B

Insatt i svag form, for ett element med langden x,-x;, ger FEM-ekv. for element enligt
Xy Xy
X
o| [B'EABdX|d, = by| [N'(cA)] + jNTpmzxAdx

Xy Xy

Ke fe
D& bl innehaller godtyckliga koefficienter fds FEM-Ekv. som kT, = f,
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3(c). FEM-analys med tva linjara element:

X = 2L Xx =5L/2 x = 3L

O O R.V.: D; = 0 (=> Reaktionskraft)
= = e

. 1 2

Elementmatriser:

Elem.1: K; = &{1 -1

1
_rl1-¢ 2 _ S5SL\L,. _A COZL2 13
= 551 J, fbl—j[ & }pr (2L-g)+ Zg)zdg_—f’—m LJ
0

1
2,2

: = : = _E.> 2(2_ - )I: :A oL |16

Elem.2: K, = K;; f, j{ : Apo’| ZF(1-8)+3LE)5dg —‘3—24 -
0
Assemblering av elementmatriser ges ekvationssystemet Rea\mOﬂS\“a“
_ D,=0 R
oEal L 10 1D _ape®?| B | _ |P2| _ po’L®[47
L |7t 2 Y e 24 |30]7]0 D.|  48E |p4
0-11]| D, 17] o 2

Turbinbladets totala forskjutning &ar 4p0)2L3/(3E) D.v.s. samma som den exakta
I6sningen, men forskjutningen inuti varje element avviker fran den exakta losningen.

4.
Forskjutningen utmed sidan I-K i element B interpoleras
d' ___o med hjalp av en linjar funktion. Eftersom noden J ligger
v 0 - \ mittemellan noder | och K maste forskjutningarna i nod J
o o ' anta medelvérdet av forskjutningarna i noderna I och K
o - ‘l\ Uy ] ' for att dverlappning/glapp ej skall intraffa, d.v.s.
\ Uy !
\ A ‘ ' y_1. 1, K y_1 .1, K
: MR A T A T
‘l O Alltsa fas att koefficienterna blir:
| —~ /O -

o---~ y ) § , ,
A, = A; = Ay = Ay
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5.
11

(a) Egentyngdens bidrag till elementlastvektorn ar:  f, = INTdeV = J. J.NvahIJldidn

11 : 141
f -
Fornod 1 géller att: | °¥X| = J-J.N{pgsmq’}hl\lldadn
fbly 1.1 —PgCose
11
2
dar |J|="?,N1= 1- 41‘ = [ [Nydedn =1

-1-1

f hL?[ sin
dvs. | blx| = RINE ? V.S.V.
foay —COS @

(b) Ekvationssystem:  K.d, = f dar f=f +f,

T _ T _
fp - [O Rly Rox R2y 000 0}’ fy = [fblx fbly foox fb2y foax fb3y fhax fb4)j

Reaktionskrafterna i nod 1 ges av Ekv. (1) och (2) (OBS! Ry, = 0) enligt

Rix :@{61—5—1—3—121}d_fb1x :[ 0 ]
e
Rly 8 141-2-1-2-10 fbly pghL2(Cos(p_23in(P)
1

Skivan kan forvantas valta da fpiy<0 = cosp-2sine<0 = o> atani

() Forskjutningsvektorn i punkten {x = L,y = 3L/2} < {§ = 1,1 =1/2} gesav

2 10sing

g=tn=3 E —3Sin(p—§COS(p
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