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(1) Lat D vara det begrinsade omréde i xy-planet som kurvan 4 — x> — y*> = 0 innesluter.
Berikna

” (x —y+2)*dxdy. 4p)
D

LOSNINGSFORSLAG

Kurvans ekvation kan skrivas om som
X +y =4,

och i denna form framgar det att kurvan ir en cirkel med medelpunkt i origo och ra-
die V4 = 2. Omradet D ir dirmed den cirkelskiva som cirkeln innesluter.

Omradet D ér en cirkelskiva med
medelpunkt i origo och radie 2.

I poléra koordinater beskrivs D som 0 < r <2och0 < 0 < 2x.



Dubbelintegralen berdknar vi genom att ga dver i polira koordinater
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= 24r.

(2) Anvind Lagranges metod for att beriikna det kortaste avstandet fran origo till planet 3x +
2y —z = 10. 4p)

LOSNINGSFORSLAG
Genom att minimera kvadraten pa avstandet kan problemet formuleras som
min x> + y*> + 2
nir 3x +2y —z =10.

Planet 3x + 2y — z = 10 &r en sluten men inte begrinsad mingd och dérfor ej heller
en kompakt miangd. Diarmed kan vi inte direkt dra slutsatsen att minimum verkligen
antas pa planet, utan behover ocksa undersoka hur virdet av malfunktionen f(x, y, z) =
x? + y* + 7% beter sig nir (x, y, z) r6r sig mot den obegrinsade delen av planet.
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Eftersom planet g(x, y, z) = 3x+2y—z = 10 inte har nagra kantpunkter eller singulira
punkter (dir gradienten Vg idr nollvektorn) sa antar f sina lokala extremvirden i punkter
diar Lagrangevillkoret dr uppfyllt, dvs. dédr V f &r parallell med Vg. For att bestimma
punkter dér detta villkor dr uppfyllt bildar vi Lagrangefunktionen

Lx,y,2A) =x>+y*+ 22+ A(3x + 2y — 7 — 10)

och sitter partialderivatorna av L lika med noll,

L. =2x+31=0, (1)
L, =2y+24=0, (2)
L,=2z—-1=0, (3)
L,=3x+2y-z-10=0. 4)

Ur (1) far vi att A = —2x/3 och detta insatt i (2) ger att y = 2x/3. Ekvation (3) ger
att 1 = 2z, vilket ger att x = —3z och y = —2z. Ekvation (4) kan nu uttryckas helti z,

—97z—-47—-72=10 S Z=-z.

~lwn

Motsvarande virde pa x och y blir x = % respektive y = %. Avstandet till origo fran
denna punkt &r

JE (24 (2 = Wi 1075 = 150 = 3T

Innan vi kan séga att detta dr det kortaste avstandet fran planet till origo behdver vi ocksa
undersoka vad som hinder med viérdet pa f(x, y, z) ndr (x, y, z) avlidgsnar sig mot den
obegrinsade delen av planet. Eftersom f(x, y, z) dr kvadraten pa avstandet fran (x, y, z)
till origo ser vi att f vixer obegrédnsat 1 detta fall och det betyder att f verkligen antar
sitt minsta vérde i punkten (15, 10, =5).

(3) Nér man behandlar elektrostatiska problem i tva dimensioner kan det vara lampligt att
infora paraboliska koordinater (s, 7) via

xX=st
y=3s"=1)
a) Koordinatlinjer #r kurvor som fas nédr man fixerar en av de tva parametrarna (s, t).
Skissera (rita) koordinatlinjerna. 2p)
d(x,y)

b) Berikna funktionaldeterminanten 2p)

d(s, 1)



LOSNINGSFORSLAG

a) Genom att sitta s till en nollskild konstant kan koordinatsambandet skrivas som
2

1y, x
- 4e-2)

vilket #r parabler som 6ppnar sig nedat.

y
A s koordinatlinje
‘ 0) (negativa y-axeln)
* i R
kkkkk NN A i
+3 y=37 35X
+2 y=2-— %x2
3 | y=F-5¥
+3 y=3—&x*

Sétter vi ¢ lika med en nollskild konstant far vi istillet

- 4(5-7)
2\ 72
vilket dr parabler som dr dppna uppat.
y
A t koordinatlinje
(0) (positiva y-axeln)
1 _ 1
+ 5 y = 2X2 -3
+1 y=1x*-1
— A X 3 _2 9
; +2 y=35x'—3
| +2 = §x* =2
5 _2,2_25
| +3 =35X —%F
_1.2_9
b) Funktionaldeterminanten ges av
ox 0x
d(x» y) — as ot — t S _ _Sz _ t2
d(s,t) dy 0y s —t

Js ot



Svar:
(1) 24rx
(2) 2V14

(3) a) Se losningen. b) —s2 -1



