1. TiISDAGEN 3105

1.1. Lat W C R" vara losningsméngden till ett homogent ekvation-
ssystem. Vi ar nu i situation som liknar gardagens. Skillnaden &r att
vi inte har tillgang till ekvationssystemet. Vi vill enda hitta en bas for

w.
Exempel 1.2. Losningsmiangden W C R? till ndgot oként homogent

T
ekvationssystem ar beskriven som de vektorer X = ? sadan att
3
Ty
AX =0, dar
1 21 3
(1.2.1) A=12 0 1 2
1 10 2

Vi vill hitta en bas for W. Om vi skriver ut vad AX = 0 betyder far vi
att W ges som losningsméngden till foljande homogena ekvationssys-
tem
I1+2$2+$3+31’4 =0

2[L’1 + 3+ 21’4 = 0.

T+ To + 214 =0
Att hitta en bas for 16sningsméangden till ett homogent ekvationssystem
kan vi utfora. Gauss-Jordan elimination ger den reducerade trapsstegs-
matrisen

1 001
0101
0010

vilket har tre ledande ettor. Vi satter x4 = t, och har att x3 = 0,
xr9 = —t, och att x1 = —t, dar ¢ ar ett godtyckligt tal. Detta betyder
att mangden W vi betraktar ar

—t
W ={ _Ot | godtyckliga tal ¢}.
t
[—1
En bas for W ges av vektorn _01 .
1

Exempel 1.3. Lat W C R* vara mingden

t1 4 2t5 + 2t4]
lo + 14
ty + 2t5 + 24
2t2 + 2t4

W =/{ | godtyckliga tal t1,to,t3,t4}.
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Denna mangd ar losningsmangden till ett homogent ekvationssystem,
och vi vill hitta en bas for W. Vi ser att W &r det linjara holjet till
fyra vektorer (sétt t; = 1 och ty = t3 = t4, = 0 for att fa vektorn wy,
sedan ty = 1 och t; = t3 = t4, = 0 etc).

1 0 2 2
0 1 0 1
w1 = 1 Wy = 0 Wws = 9 Wy = 9
0 2 0 2

Med andra ord har vi att W = Span(w;, ws, w3, wy4), och vi &r néstan
i en situation som vi har behandlat tidligare. Vi har att wy,...,w, ar
en bas for W om vektorerna ar linjart oberoende. Vi kollar detta med
att losa ekvationen t,w; + - - - t4ws = 0. Ekvationssystemet blir

t1+2t3+2t4 :0

to 4 14 =0
(13.1) b+ 25+ 2t =0
2t + 2ty =0
Den tillhorande matrisen ar
(1 0 2 2]
0101
10 2 2
0 2 0 2]
Gauss-Jordan elimination ger matrisen
1 0 2 2
(1.3.2) 0101
Losningar till ekvationen 7?7 erhalles som t; = r en godtyclig kon-
stant, t3 = s en godtycklig konstant, t, = —r, och t; = —2s — 2r.

Losningsméngden har tva parametrar, och detta betyder att punkten
ty =ty = t3 = t4, = 0 inte ar den enda l6sningen. Med andra ord ar
vektorerna wi, wsy, w3, wy inte linjart oberoende. Vad gor vi nu?

1.4. Hur hittar man linjart oberoende vektorer. Notera att om
vi har vektorer wy,ws, w3, ws i nagot R™ som &r linjar beroende, da
finns det en icke trivial 16sning till ekvationen

t1w1 + tgwg + t3U)3 + t4w4 =0.

Icke-trivial betyder att atminstonde en av skalarerna ty,..., ¢4 ar noll-
skild. Om t¢; # 0, da kan vi skriva ekvationen ovan som
lo ls Uy
w1, = —EU)Q — E'wg — Ew4.

Detta betyder att w; ar en linjar kombination av ws, w3, wy. Detta
betyder vidare att

Span(wy, wy, w3, wy) = Span(ws, ws, wy).
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Exempel 1.5. Med denna observationen atergar vi till vart Exempel
?7?. Vi har at losningarna till ekvationssystemet tyw; + tows + tzws +
tywy = 0 ges av
—2r — 2s
{ _TS | godtyckliga tal r, s}.
s

Med s = 0 erhaller vi l6sningen t; = —2r,t3 = r och t = t; = 0. Detta
betyder att med r = 1 har vi

Wws = 2w1.

Vi har att ws ar en linjar kombination av wy, och vi kan ta bort ws.
Detta betyder att

Span(wy, wy, w3, ws) = Span(w;, Wy, Wy).
Liknande, med » = 0 och s = 1 far vi att
Wy = 2wy + wa.

Detta ger att ocksa w, kan skrivas som en linjar kombination av w;
och wy. Med andra ord att

Span(wy, wg, wy) = Span(wy, we).

Man kan nu kolla att w; och ws ar linjart oberoende, vilket ocksa garan-
teras av de tva ledande ettorna i den reducerade trappstegsmatrisen ?7.
Vi har att w; och wy ar en bas for W.

Exempel 1.6. Lit A vara matrisen som i 7?7, och lat W C R? vara
mangden

W ={AX | X e RY}

Mangden W ar losningsmangden till ett homogent ekvationssystem.
Hitta en bas for W. Har har vi inte ens vektorer vars linjara holje ger
W. For att 16sa problemet, leker vi lett med vad vi har. Ta vektorn
1
0
0
0

denna for w; och raknar ut att denna blir

e = i R*. Per definition har vi att Ae; dr med i W. Vi kallar

w1 = A€1 =

—_— N =



0 0
Pa liknande satt kan vi berdkna Ae,y, Aes, Aey, dar ey = (1) , €3 = ?
0 0
0
och slutligen ey = 8 . Detta ger tre vektorer ws, w3 och ws i W, och
1
dessa ar
2 1 3
1 0 2

Skall vi lista upp flera vektorer? Svaret ar nej. Fordi om vi tar en
godtycklig vektor X i R* s& har vi att

1 T 0 0 0
T2 0 i) 0 0
X=1u| T ol T{o| T a] T o
Ty 0 0 0 Ty

Med andra ord har vi att X = xye; + x2e9 + w3e3 + x4€4 ar en linjar
kombination av eq,...,e4. Av de vanliga egenskaperna till matrismul-
tiplikation har vi att

AX = A(x161+- . 17464) = £E1A61+' . 1741464 = $1M1+I2UJ2+ZE3U)3!E4U}4.

Det vill saga att mangden W vi betraktar ar det linjara holjet av
Wy, ..., Wy,

W = Span(wy, ws, w3, wy).
Att hitta en bas utifran ett givet antal vektorer har vi precis gjort i

exemplet ovan. Vi repeterar snabbt. Vi hittar forst losningarna till
tywy + - - - + tywy. Detta ekvationssystem har matris

1 213
2011
1 10 2

Gauss-Jordan elimination ger matrisen

1 001
0100
0010

Vi har tre ledande ettor, vilket betyder att basen skall besta av tre
vektorer. Losningsmangen till ekvationssystem ar ¢4, = ¢, godtyckligt
tal ¢, och t; = —t och t5 = t3 = 0. Detta betyder att w; = wy. En bas
for W ges av wq, wy och ws.

Define the notion of nullity.



5

1.7. Uppgifter. Lis merai Anton-Rorres, Kapitel 4.7 (4.8). Rekomender-
ade uppgifter 4.5: 1-6, och 4.7: 2, 3,4, 6, 7, 11, 12. 4.8: 9. Tentamen
2010-10-22, Uppgift 3. Tentamen 2010-03-15, Uppgift 4.
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