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DEL A

1. Bestim alla punkter pd ytan z = x? +4y? i vilka tangentplanet #r parallellt med planet x +
y+z=0. (4 p)

Lésning. Tangentplanet till ytan som ges av F(x, y, z) = x2+4y*—z = 0 har normalvektor
grad F(x,y,z) = (2x, 8y, —1) i punkten (x, y, z). Planet x + y + z = 0 har normalvektor
(1,1, 1). Planen ir parallella om deras normalvektorer pekar i samma riktning, alltsa om

2x,8y,—-1)=¢(1,1,1)

for nagot tal ¢ # 0. Fran den tredje komponenten ser vi att detta bara dr uppfyllt om
¢ = —1. Forsta och andra komponenterna siger sedan att x = —1/2 och y = —1/8 vilket
svarar mot punkten (—1/2,—1/8,5/16) pa ytan. O
Svar: Punkten (—1/2,-1/8,5/16).
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2. Berikna volymen av det omriade som begrinsas av ytorna z = x* och z = 2 — x? — 2y?.
(4p)

Losning. De tva ytorna skir varandra d x> = z = 2 — x> — 2y vilket #r en kurva ovanfor
enhetscirkeln x> + y* = 1. Det aktuella omradet ligger alltsd ovanfor enhetscirkelskivan
D = {(x,y) : x>+ y* < 1} och begrinsas underifrin av z = x? och ovanifrin av

7z =2 — x* —2y?. Omrédets volym ges av

V= “ (2=x*=2y%) —x*)dxdy =2” (1—x*=y*) dxdy.
D D

For att berdkna denna integral byter vi till poldra koordinater,

ool ([ore)

=47rJ1 (r—7r>) dr

Svar: Volymen ér z.
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3. Lat F = (y?, x?) och betrakta kurvintegralen

a) Berikna integralen nir y
ten (1, 0).
b) Berédkna integralen nir y

JF-dr.
Y

y1 som dr linjesegmentet fran punkten (0, 1) till punk-

2p)
y3 som dr den del av enhetscirkeln i forsta kvadranten

som gar fran punkten (0, 1) till (1, 0). 2p)

Losning. —
Svar: —

0
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4. Kroppen K begrinsas av en rak cirkulidr kon och en
sféar kring origo enligt figuren till hoger.

a) Beskriv K i cylindriska koordinater. 1p)

DEL B

— N

1

b) Beskriv K i rymdpoléra (sfdriska) koordina- (0. 1,¥3)
ter. (1p)

¢) Berdkna

J”, (x+y+2z)dxdydz '
K y
genom att anvianda nagot av koordinatsyste-

men i deluppgift a eller b. 2p) X

Losning. a) Cylindriska koordinater ges av z som é&r avstandet till xy-planet, r som &r

b)

c)

avstandet till z-axeln, och ¢ som &r vinkeln mot x-axeln for punktens projektion pa
xy-planet.

Eftersom punkten (0, 1, v3) ligger pa sfiren s har denna sfir radie V0 + 1+ 3 = 2.
Sfirens ekvation #r alltsd x> + y> + z> = 4, eller > + z> = 4. Konen beskrivs av
en ekvation z = kr for nigon konstant k. Eftersom (0, 1, v/3) ligger pa konen har vi
k = /3, och konens ekvation #r z = v/3r. Kroppen K ligger 6ver enhetscirkelskivan.
For kroppen K varierar alltsa z mellan V3r och V4 — r2, radien r mellan O och 1,
och vinkeln ¢ mellan O och 2x.

Rymdpolira koordinater ges av avstandet r till origo, vinkeln ¢ runt z-axeln, samt
vinkeln 0 fran z-axeln.

For kroppen K varierar r mellan O och 2, vinkeln ¢ hela varvet runt, 0 < ¢ < 2x.
Vinkeln 6 varierar fran O for punkter pa z-axeln till 7 /6 vilket &r vinkeln till punkten

0, 1,v3).

Av symmetriskil integreras termerna x och y till noll. Vi ska alltsa berdkna

”T (x+y+2dxdydz = JJJ zdx dydz.
K K

Cylindriska koordintater: 1 cylindriska koordinater dr volymelementet dx dy dz =

r dr dz dp och integralen blir
1/ (Va2
J J' rzdz | dr | do
0 V3r

[ oo
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= :02” <J01 <r : % (4—r*- 3r2)> dr) )

= ;:” <J1 (2r —2r°) a’r) do

0
27

= —do
JO 2

=T.

Rymdpoliira koordinater: 1 rymdpolira koordinater 4r z = r cos 6 och volymelemen-
tet dx dy dz = r*sin @ dr d6 dg. Integralen 6verfors till

[ casaves= 7 ([ (

2 /6
=27L’-J r3dr-J cos 0sin 6 do
0 0

2
J rcosfr? sin9dr> d@) do
0

/6
:2n-4-J —sin 20 do
0o 2

1
=27 -4.=
Ty

=T.

Svar:

) 0<r<1,0<@<2r,V3r<z<\4-r2
b) 0<r<2,0<¢9<27,0<0< /6.

c) Integralens virde ir z.
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5. Berikna arean av den del S av den koniska ytan z = 1/x? + y? som ligger 6ver omradet
0 < x <1 —y?ixy-planet. (4p)

Losning. Ytan S dr parametriserad som en funktionsgraf z = f(x,y) = v/x*> + y? defi-
nierad 6ver det omrade T i xy-planet som gesav -1 <y < 1,0<x <1 - y2. For en
funktionsgraf z = f(x, y) ges ytareaclementet d.S av

2 2

0

dsS=14/1+ —f + i dx dy
ox dy
' > 2
1 1
=4qll+| ————2x | + ———-2y | dxdy
24/x2 + y? 24/x% + y?

2 2
=\/1+ Y Y axay

x2+y2 x2+y2

= \/dedy.

Alltsa har vi att arean av ytan .S dr

[ - ) oo

_ :_11 <Jl_y2 \/de> dy

0
-1
=| V2(1-»") dy
J-1
4
:5\/5

Svar: Arean 4r 2.
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6. En vattendroppe landar pa ytan z = x* + x?y* + 2x i punkten (1, —1,2) och dir z-axeln
pekar vertikalt uppat. Dérefter rinner den nedat i ytans brantaste riktning. Ange den en-
hetsvektor i rummet som pekar i denna riktning. 4p)

Losning. Ytan ir en funktionsyta z = f(x, y), dir f(x,y) = x* + x?y* + 2x. Riktnings-
derivatan f;(1,—1) anger funktionsytans lutning i punkten som ligger ovanfor punkten
(x,y) = (1, —-1) och iriktningen & i xy-planet. Vi ska forst bestimma den riktning & som
ger minst virde pa denna riktningsderivata, dvs den riktning i xy-planet i vilken funk-
tionsytan lutar brantast nedat.

Eftersom f(x, y) dr ett polynom &r f(x, y) differentierbar och riktningsderivatan kan
beridknas med gradientformeln

fal,=1) = V7. -1)-a, (%)
dar

V(1 -1) = (4x° + 2xy° + 2,3x%)%) = (4,3).

Fran gradientformeln (%) ser vi att f; (1, —1) dr som r(rilﬁsélnalr) u pekar 1 samma riktningen
som —Vf(1,—1), dvs.
V£, -1) __ 4,3) __ 4,3) _ _(i 2)'
[V (L, =D (4. 3)] V42 +32 3
I den riktningen har riktningsderivatan virdet
fil,=)=Vfd, - -a=43) (-3 -3)=-5.
Eftersom riktningsderivatan f; anger dndringstakten (dndring per lingdenhet) for funk-

tionsvirdet z = f(x, y) i riktningen #& sa #r den riktning i rummet ditat funktionsytan lutar
brantast nedat

u=-

v= (-4 -4-5)

Enhetsvektorn i denna riktning &r

G I & B B BB
T \/<_%)2+<_%>2+(_5)2 5V26  5v26 V26

4 3 5>
5v26° 5v26 V267

Svar: Vattendroppen rinner i riktningen (—
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DEL C
7. Lat f vara funktionen
0, (x,y)=(0,0),
flx,y) = X}y — xy?
W (x,y) # (0,0).
a) Visa att f dr kontinuerlig i (x, y) = (0, 0). 2p)
b) Visa att f dr differentierbar i (x, y) = (0, 0). 2p)

Losning.  a) Funktionen f &r kontinuerlig i punkten (x, y) = (0, 0) om limy )00, f(x, y) =
f(0,0) = 0. Vi beriknar detta grinsvirde genom att ga over till poldra koordinater
(x,y) = (rcos @, rsing). Da ir (x, y) = (0,0) samma som r — 0. Vi har

3 3
. ) X’y —Xx
lim f(x,y)= lim Ty-xy
(x,9)=(0,0) (x.9)=00) x%+ y?
. r*(cos® gsing — cos g sin’ p)
= lim
r—=0 r?

= 1}_{1& r? (cos3 @ sin @ — cos @ sin’ go)

=0.

I sista likheten anvinde vi att de trigonometriska termern i parentesen utgor en be-
grinsad funktion av ¢, sa nir r gar mot noll gar hela uttrycket mot noll. Funktionen
f dr alltsa kontinuerlig i origo.

b) Alternativ I: Funktionen f idr differentierbar i origo om den har kontinuerliga parti-
ella derivator i en omgivning av origo. Vi visar detta for df /dx.
I punkter (x, y) # (0, 0) dr

xty +4x%y3 —y°

of /ox =
flox (X2 + y2)2
vilket dr en kontinuerlig funktion. I origo har vi
of 1 .1
3(0,0) = LTéﬁ(f(oJ’h’O)_f(O’O)) = LI_I)I&E -0=0.
Som i deluppgift a) beriknar vi gransvirdet av df /dx genom att overga till polira
koordinater,

. of . xty +4x%2y3 =y
lim —(x,y)= lim
(x.)—~0.0) 0x =00  (x2+ y?)?

r> (cos* @ sin @ + 4 cos? g sin’ @ — sin’ @)

= lim
r—0 r4
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= limr (cos* @ sin g + 4 cos® g sin’ ¢ — sin’ )

r—0

=0

af
= —(0,0),
5 OO0
och vi drar slutsatsen att d f /dx &r kontinuerlig @ven i origo.
Pa samma sitt visar man att d f /dy ér en kontinuerlig funktion, och vi drar slutsatsen

att f ar en differentierbar funktion.

Alternativ 2: Vi kontrollerar att f &r differentierbar utgaende fran definitionen. En-
ligt definitionen &r f differentierbar i origo om det finns konstanter A;, A,, och en
funktion p(x, y) sa att

FO+h0+k)— £(0,0) = Aih + Ask + |(h, k)| p(h, k)

och

(h,kl)lir(IO,O) p(h, k) =0.

Om vi 16ser ut p ur den forsta ekvationen ser vi att det andra villkoret 4r det samma

som
SO+hO0+k)— f(0,0)— Ah— Ak

lim
(h.k)—(0.0) Vh2 + k2
I fall detta dr uppfyllt sa ar konstanterna A; och A, lika med vérdet av de partiella
derivatorna 1 punkten. Ovan har vi sett dessa partiella derivator har vérdet noll. Vi gor
alltsa den kvalificerade gissningen att A; = A, = 0, och visar att grinsvérdet dr noll
med detta val,

= 0.

SO+h0+k)—f(0,0)—Ah— Ak

lim
ri 00 N

Wk — hk?

i h? + k?
= 1m E——
(h.k)—(0,0) \/h2+k2
Wk — hk?

= 1 -
(h,k)l—r>I(lo,0) (h? + k2)3/2
r* (cos® g sin @ — cos @ sin’ @)

= lim
r—0 r3

= limr (cos3 @ sin @ — cos @ sin’ (p)
r—0

= 0.

Vi har alltsa visat att kravet i definitionen av differentierbarhet dr uppfyllt med kon-
stanterna A; = A, = 0.
O

Svar: —
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8. Bestdm storsta och minsta virdet av funktionen f(x, y) = xy pa den del av ellipsskivan

X4+ xy+y> < 12dirx < y. 4p

Losning. Funktionen f dr kontinuerlig och definierad pa en kompakt mingd, alltsa vet vi
att den antar sina storsta och minsta virden i punkter 1 midngden. De storsta och minsta
virdena finns antingen i stationéra punkter i det inre av definitionsomradet, eller pa randen
till detta omrade.

Vi borjar med att leta efter stationéra punkter i det inre av definitionsomradet. Vi har

grad f(x, y) = (¥, x).
Detta &r endast noll i origo vilket dr en punkt pa randen till omradet. Det finns alltsa inga
inre stationéra punkter.

Sedan studerar vi f pé randen till omradet. Ellipsen x> + xy + y* = 12 och den rita
linjen y = x skir varandra i de tva hornpunkterna (2, 2) och (-2, 2). Randen bestar alltsa
av kurvan x> + xy + y*> = 12 for x < y och linjen y = x frén (=2, 2) till (2, 2).

Vi anvinder Lagranges metod for att hitta lokala max och min pa kurvan g(x,y) =
x? 4+ xy + y*> = 12, x < y. Lokala extrempunkter finns dir grad f(x, y) = Agrad g(x, y)
for ndgon konstant A. Vi far

v, x) =A2x+y,x+2y)

eller

(A=Dx+24y=0.
Detta linjédra ekvationssystem har alltid 16sningen (x, y) = (0, 0), den punkten ligger dock
inte pa ellipsen. For att det ska finnas andra 16sningar maste

{2/1x+(/1—1)y=0,

2% A-1\_ ., -
det</1_1 2/1>_4/1—(,1—1)_0

vilket dr uppfylltom A = 1/3 eller A = —1. For A = 1/3 har vi x = y vilket ger punkterna
+(2,2) pa ellipsen. For 4 = —1 har vi x = —y vilket insatt i ellipsens ekvation ger
x = £V12 och (x, y) = £(v/12, —v/12). Endast punkten (—V12,V12) uppfyller villkoret
x < y.

Palinjen y = x, =2 < x < 2, har vi f(x, x) = x2. Vi ser att det minsta virdet #r 0 som
antas i (0, 0) och det storsta vérdet dr 4 som antas i (2, 2).

Sammanfattningsvis har vi hittat foljande kandidater till storsta och minsta virde till
funktionen f,

f2,2)=4, f(-2,-2)=4, f(-V12,V12)=-12, f(0,0)=0.
Vi ser att funktionens storsta virde dr 4 och det minsta ar —12. O
Svar: Storsta virde dr 4 och minsta virde dr —12.



SF1626 Flervariabelanalys — Losningsforslag till tentamen 2013-05-27 11

9. Lat @(x, y) vara siktvinkeln vid betraktandet av enhetscirkeln fran en punkt (x, y) i planet
och sitt D = {(x,y): x> 4+ y* > 1}. Undersok om

” @(x,y)dxdy
D

ar konvergent eller divergent. (4 p)
y
()
- X
Siktvinkeln ¢ = @(x, y)
Losning. Fran bilden till hoger ser vi att
sin <2> = l /2
2 r r

sa att

1
@ = 2 arcsin <—> )
r

Vi skriver integralen i polédra koordinater,

[[Loscor= [ ([T orer) o

= ZEJ r dr.
1

Eftersom sin x < x for alla x > 0 &dr arcsin(x) > x for x > 0, och

1 1
@r = 2arcsin <—>r>2—r:2.

r - r
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Alltsa har vi

[ee] t
27rJ @rdr = limZﬂJ @rdr

1 t—o0 1
t
> lim 27z J 2dr
t—o0 1
= oo,
sa integralen &r divergent.
Svar: Divergent.




