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Del A

1. a) P B’ —E
b) Vikan direkt stdlla upp basbytesmatrisen Pr.p,

Pepcp =

_ O = W
O, N -
SO NN
WO -

Om vi kallar denna matris for P da kan den linjdra avbildningens matris i standardba-
sen E skrivas som

-1
ProgAPsg = PrepA(Pees) =PAP™.

Ett matlab-program som berdknar och skriver ut denna matris &r

A=[3-1-20;-2101; -1-1213;0-1-5-1];
P=[3124;1221;0100; 100 3];
P*A/P

2. a) Egenvidrdena ges som losningar till den karakteristiska ekvationen

-2-A 2

—12_1_9=—
L s = -a2=0

det(A — AE) =

som har rotterna A = -1 och A =2.

Motsvarande egenvektorer fis genom att 16sa egenvektorekvationen (A — AE)v = 0 for
respektive egenvérde.

e A = -1:Egenvektorekvationen loser vi med gausseliminering,

B

och egenvektorerna &r alltsd

o O
—

v =(2t,t) =t2,1), ddr t ar en parameter.

e A =2:Egenvektorekvationen loser vi med gausseliminering,

P I O

och egenvektorerna &r alltsa

o O
————

v=(t2t)=14(1,2), ddr t &ren parameter.
b) Om v dr en egenvektor till A med egenvérdet A, dvs. Av = Av, dé ar
Bo = ($A)v = §(Av) = SAv,

dvs. v &r en egenvektor till B med egenvirdet 5/ .

3. a) Korrekt. Eftersom
(3,32)=2(1,2,1)+(-1)(-1,1,0)

sd tillhor vektorn (3,3,2) det linjdra holje som som vektorerna (1,2,1) och (-1,1,0)
spanner upp.
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b)

<)

d)

Korrekt. Eftersom

(1,0,1) = 1(1,0,1) +0(0,1,0)
(3,-1,3) =3(1,0,1) - 1(0,1,0)

s& dr
(1,0,1) +£(3,-1,3) =1(1,0,1) + 0(0,1,0) + [3(1,0,1) = 1(0,1,0)]
=(1+3)(1,0,1)+ (-1 (0,1,0).
Detta visar att varje punkt pa linjen kan skrivas som en linjarkombination av (1,0, 1)
och (0,1,0), dvs. hela linjen ligger i det linjdra holjet U, .

Korrekt. Vektorerna {(1,2,1),(-1,1,0)} &r ensamling linjért oberoende vektorer (eftersom
de inte dr en skaldr multipel av varandra) och deras antal 4r 2 och darfér har det linjdra
holjet dimension 2.

Felaktigt. Bdide U; och U, 4r tva plan genom origo i rummet R® och maéste skira
varandra utmed en linje (eftersom de inte &r parallella).

Andragradsytans ekvation kan skrivas i matrisform som

ORTHIAR

Om vi kallar matrisen i vinsterledet for A sd ges dess egenvirden av den karakteristiska
ekvationen

det(A — AE) = =-M(G-1)?-4)=0

som har rétterna A =0, A =3 och A =7. Detta betyder att andragradsytans ekvation i
huvudaxelform ar

0 ) +3(y' ) +7(') =9
som &dr ekvationen for en elliptisk cylinder (med axel i z-riktningen).

Pa xz-planet dr y = 0 och detta insatt i ytans ekvation ger
5°=9 & «x= 13/\/5.

Skirningen mellan ytan och xz-planet bestar alltsa av de tva linjerna ¢;: x = -3/V5
och 6: x=3/ V5 i xz -planet.
For att skriva en linje i parameterform behover vi

1. en punkt pa linjen,

2. en vektor parallell med linjen.

Enpunktpa ¢; r (-3/V5,0,0) och punktpa £, ar (3/V5,0,0) . Bada linjerna ér parallella
med z-axeln och har darfor riktningen (0,0,1).
Linjerna ¢; och ¢, har ddrmed parameterformen

t: (x,y,2) = (=3/¥5,0,0) + £(0,0,1),
52 : (xr yr Z) = (+3/\/§/ 0/ O) +t (Or Or 1)r

ddr t dr en parameter.
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Del B

5. Vistéller upp matrisen (A u#) och radreducerar den till trappstegsform (utom sista kolumnen)

-1 1 1 E}) S
-1 2 4 N
2 -4 1 -3 -2 -1 6

2 -4 0 -4 -4 -4 4

1 -2 -1 -3 -4 -5 -1

o o 1 1 2 3 3 g%)(;)

o 0 3 3 6 8 -
0o 0 2 2 4 6 6

1 =2 0 -2 -2 -2 2

o o 1 1 2 3 3

o 0 0 0 0 2

o 0 0 0 0 0 0

a) Viarderummet for den linjdra avbildningen ar lika med kolumnrummet for matrisen A .
Fran slutschemat ovan ser vi att kolumn 1 och 3 innehaller en ledande etta och att 6vriga
kolumner (utom sista) kan skrivas som linjarkombinationer av dessa. Eftersom radopera-
tioner inte fordndrar linjara samband mellan kolumnerna sa betyder det att kolumn 1 och 3
i A spanner upp kolumnrummet till A. Alltsd, att vektorerna {(-1,-1,2,2),(1,2,1,0)}
drenbas for W.

b) Vi ser i slutschemat att sista kolumnen (den som svarar mot u) inte kan skrivas som
en linjarkombination av de 6vriga kolumnerna. Eftersom radoperationer inte férandrar
linjira samband mellan kolumnerna sa betyder det att vektorn u inte kan skrivas som
en linjarkombination av kolumnernai A . Med andra ord, vektorn u tillhor inte W.

6. Fran diagonaliseringen i uppgiftstexten kan vi i diagonalmatrisen avldsa att matrisen A har
egenvdrdena Ay =0, A, =1 och A3 = 2. I motsvarande kolumner i basbytesmatriserna som
flankerar diagonalmatrisen kan vi avldsa egenvektorerna. Sammanfattningsvis har vi:

Egenvirde ‘ Egenrum
A =0 span{(0,1,0,-1)}
A =1 span{(1,0,-1,0),(0,-1,2,-1)}
Az =2 span{(1,1,1,1)}

Eftersom matrisen A dr symmetrisk dr de tre egenrummen ortogonala och for att f& en ON-
bas fér rummet R* som bestar av egenvektorer behover vi bara bestimma en ON-bas for
respektive egenrum.

e A; =0:EnON-bas {v;} far vi genom att normera egenvektorn u; = (0,1,0,-1),

_m_©L0-D 1

= = - = 0,1,0,-1).
|u1| I(O/ 1/ O/ _1)| \/E( )

01

e A, =1:Vifaren ON-bas {v;, v3} for egenrummet som spdnns upp av u = (1,0,—-1,0)
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och u3 = (0,—-1,2,-1) med Gram-Schmidts ON-process,
w (1,0,-1,00 1

OoOh'=—=-—— = —
27wl T (L,0,-1,00 ~ 2
v3 1= u3 — (U3 - v2)v2

(]-/ O/ _1/ O)/

=(0,-1,2,-1) - [(0,-1,2,-1)- %(1, 0,—1,0)]%(1,0,—1,0)
=(0,-1,2,-1) + %(1,0,—1, 0)
=(1,-1,1,-1),

vy 1= O 1(1,-1,1,-1).

T -1L1,- 2
e A3 =2:EnON-bas {vs} fas genom att normera egenvektorn uy = (1,1,1,1),

Uy _ (1/1/1/1) _

o= — =" - =1(1,1,1,1).
Yl Ty - 2D
Nu kan vi stdlla upp en ON-diagonalisering av A,
0 12 1/2  1)2 0 0 0 O 0 1/V2  1/2  1)2
A 1/V2 0 -1/2 1/2 0 1 0 0 1/V2 0 -1/2 1/2
0 -1/N2 12 1)2 0 0 1 0 0 -1/v2 172 1)2
-1/V2 0o -1/2 1/2 0 0 0 2)\-1/V2 0o -1/2 1/2

Vi sdtter v = (x,y,z) och da blir bildvektorn
2 1 1 X 2x+y+z

1 0 -1 y |= xX—z .
-1 1 0 z -xX+y

Villkoret att v och Av ska ha samma belopp kan formuleras som [v* = |Av|?, vilket ger
sambandet

Av =

PP+ = Q2+ y+2)7+ (x—2)7 + (—x + y)?
= 6x% + 2xy + 2xz + 2% + 2yz + 222,

Flyttas termerna 6ver i ena ledet kan detta samband skrivas som
5x% +2xy + 2xz + y* + 2yz + 22 = 0.

Vi ska alltsa bestimma for vilka (x,y,z) som den kvadratiska formen i vénsterledet antar
vardet 0.

Vi skriver den kvadratiska formen i matrisform
5 1 1
( X y z ) 1 11
1 11

511
B=]1 11
1 11

har egenvidrden som ges som 16sningar till den karakteristiska ekvationen det(B — AE) = 0
dédr determinanten berédknas till
5-4 1 1

1 1-A 1

1 1 1-A

Matrisen

=-A%+71%-8A.
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8.

Fran detta kommer vi fram till att egenvdrdena dr A1 =0 och A3 = %(7 + V17 ).

Den kvadratiska formens huvudaxelform &r alltsa
02+ 17 - I7))? + 17+ I7)@')?,

dvs. den ér positivt semidefinit.

De vektorer v = (x,y,z) for vilka den kvadratiska formen antar vardet 0 &r egenrummet
till B som svarar mot egenviardet 0 och bestdr av alla vektorer v som &r l6sningar till
egenvektorekvationen Bv = 0. Vi loser detta linjdra ekvationssystem med gausseliminering

5 1 1 0 0 -4 —4 0\
1 1 1 0 EE} ~ 1 1 1 0 j ~
1 1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 E} ~ 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0
Svaret ar alltsd vektorerna
-
y |=| -t |=t] -1 (t parameter).
z t 1
a) Vektorerna {v1,v,,v3} drenbas fér R® om vektorekvationen
101 + Uy +c3v3 =0 ©)

endast har 16sningen ¢; = ¢, =c3 =0.
Skaldrmultiplicera badaled i (t) med u;,

CluUy 01 +Couy v +c3ur vz =1up-0.

Enligt villkoret (+) i uppgiftstexten dr u; - v =1 och u; - v, = u; - v3 = 0 sa da blir
ekvationen efter forenkling

1 = 0.
Genom att sedan skalarmultiplicera (t) med u, resp. uz sd ger samma typ av utrdkning
att ¢ =0 och ¢3=0.

Diarmed har vi lyckats visa att (1) endast har 16sningen ¢; = ¢, = ¢3 =0, dvs {v1, v, v3)
ir en bas for R®.

b) Om villkoren (*) for en dual bas skrivs ut i sin helhet blir de
w-o1=1, m-v,=0, u-v3=0,
uz"01=1, u2~v2=0, uz-v3=0,
u3-v1:1, u3-02:0, u3'03:0.

Eftersom en skaldrprodukt u - v kan skrivas som u'v, ddr u och v uppfattas som
kolumnvektorer, sd kan alla dessa villkor sammanfattas i en matrislikhet

— u; — ‘ ‘ ‘ ujvy uwjvy U3 1 00
— Uy, — U1 U2 U3 |=| uyvr uyvy uyos |=( 0 1 0
- T T T T

u, ‘ ‘ ‘ U;01 UV UU3 0 0 1

I detta problem ar u; = (1,1,1), u = (1,0,1) och uz = (1,1,0) och dé blir matrisvillkoret

1 1 1 || 1 00
1 0 1 v1 02 v3 =1 0 1 0 |.
110 I 00 1
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Viloser denna matrisekvation genom att vianstermultiplicera med inversenav # -matrisen,

| 11 1Y'(10 0 -1 1 1
vi v vs |=|1 0 1 010]|=| 1-1 o]
o 110 00 1 1 0 -1

Alltsa ar v1 = (-1,1,1), v =(1,-1,0) och v3 =(1,0,-1).



