1. ONSDAGEN 0106

1.1. Vektorrum. Istéllet for att sdga att W &r 16sningsméngden till
ett homogent ekvationssystem (som vi inte har) vill vi sig att W ar ett
vektorrum, eventuelt ett delvektorrum av R"™ om vi vill fortydliga att
mangden W ar en delméangd av R™.

1.2. Nar ar en mangd ett vektorrum. Men, nu dyker f6jlande fraga
upp. Om vi ar givet en delméangd W C R, nér kan vi vara siakra pa att
W ar ett vektorrum. Det vill sdga vad maste vara uppfylld av W for att
W skall vara losningsmangden till nagot homogent ekvationssystem.

Det mest uppenbara ar att nollvektorn 0 ar med i W. Vi har att
nollvektorn alltid &r en 16sning till ett homogent ekvationssystem. Sa
om 0 inte &r med i W, da kan inte W vara losningsméngden till ett
homogent ekvationssystem. Man ser ocksa latt att om w; och ws ar
tva losningar till ett homogent ekvationssystem da ar ocksa w; + w9 en
16sning, och tw,; ar en losning for godtyckliga skalarer. Man kan visa
att detta ar precis vad som kravs.

Definition 1.3. En delmangd W C R" ar ett vektorrum om
e Nollvektorn 0 ar med 1 W.

e Om w; och we ar med i W da &ar ocksa w; + wy med i W.
e Om w ar med i W, da &ar ocksa tw med i W for godtyckliga .

Detta ger en abstrakt beskriving av nar mangder ar 16sningsangden
till ett (nagot) homogent ekvationssystem. Lat oss kolla de tidligare
exemplen vi har enbart sagt ar 16sningsmangden till homogena ekva-
tionsssystem.

Exempel 1.4. Lat A vara matrisen

1 21 3
(1.4.1) 77A=12 0 1 2
110 2
och betrakta méangden
W C R*
dar elementen X i R* tillhér miangden W om och endast om
AX =0.

Vi har att nollvektorn ar med da A0 = 0. Vidare om X och Y ar
med 1 W sa vill vi kolla att X + Y ocksa ar med i W. Vi har att
AX+Y) = AX +AY = 040 = 0, och foljdaktligen &r X + Y
ocksa med i mangden W. Slutligen, lat ¢ vara en skalar, och X ett
element in W. Vi vill kolla att tX ocksa ar med i W. Vi har att
AtX)=t-AX =1t-0 =0, vilket medfor att tX &r med i W. Vi har

visat att W ar ett vektorrum.
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Exempel 1.5. Lat W C R? vara mingden av element Y pa formen
Y = AX,

for nagon X i R*, dir matrisen A dr som i ??. Vi har att nollvektorn
ar med i W, tex kan vi vélja X = 0, och har da att A0 = 0. Om
Y: = AX; och Y5 = AX, ar tva element 1 W da vill vi visa att ocksa
Y, +Y5 dr pa formen AX for nagon X i R*. Vi kan vilja X, + X, fordi
A(X 1+ Xo) = AX1 + AXs = Y] + Y. Och slutligen, om Y = AX, och
t en skalar da har vi att tY ocksd ar med i W, fordi vi har tX i R%,
och A(tX)=1t-AX =tY. Vi har att W ar ett vektorrum.

1.6. Kolumnrummet. Igen ar det klart att detta galler mera allméant.
Om A ar en (m x n)-matris, da vill médngden W C R™ som bestar av
element pa formen Y = AX, for nagot X i R™ vara ett vektorrum.
Detta vektorrum kallas for kolumnrummet till matrisen A. Andlednin-
gen till att vektorrummet kallas kolumnrummet till matrisen A ar att
kolumnerna till matrisen A spanner upp W. Vi har att kolumn i av
matrisen A ar Ae;, dir elementet e; i R™ har noll 6veralt untagen i
koefficient ¢ som ar ett i plats 7.

1.7. Dimension. Varje vektorrum W C R™ har en bas.! Antalet vek-
torer som behovs i en bas kallas dimensionen till vektorrummet W.
Om man har ett homogent ekvationssystem, och utfor Gauss-Jordan
eliminationen sa vill antalet parametrar som behovs for att beskriva
l16sningsmangen vara lika med dimensionen till 16sningsmangden.

1.8. Koordinatvektor. Om wy,...,w, ar en bas for vektorrummet
W C R da kan varje element w i W skrivas pa ett unikt satt som en
linjar kombination av basvektorerna. Detta betyder att det till varje
vektor w i W finns unika tal tq, ..., ¢, sadan att

w = tw + thws + - - - trw,.

Dessa tal ty, ..., t, kallas koordinaterna till vektorn w i basen {wy, ..., w,}.
Om vi kallar basen § = {wy,...,w,} da skriver vi koordinatmatrisen
till vektorn w som
t
1)
[wls = | .
t, 5

I koordinatmatrisen till w har vi placerad in koordinaterna till w i en
matris.

lyhm, férutom nollrummet kan man tycka. Nollrummet har den tomma
méangden som bas.



Exempel 1.9. I ett tidligare exempel sa vi att vektorerna

1 0
wy; = (1] och wy = (1]
0 2

ar en bas for

by + 2y + 2,
to + 1y
t1 + 2t3 + 24
2t2 + 2t4

W =/{ | tal ty,to, 13,14}

T.ex. vill vektorn w = vara ett element 1 W. Vi har att

SN W N

N O = O

Detta betyder att w = 2w; + 3ws, och koordinatmatrisen till vektorn
w i basen f = {wy,ws} ar

[w}ﬂ -

SN
I
1
w N
—_
ISy

Exempel 1.10. Vektorerna e; = och e; = utgor en bas for

1 0
0 1
R?. Denna bas S = {ej, es} kallas standardbasen for R?. Vektorn

w = [;l] har koordinatmataris i basen S, lika med

[w]s = {ﬂ

fordi vi har att w = 4e; + 2es.

Exempel 1.11. Vektorerna v; = E} och vy = E} i R? &r linjart

oberoende. Om de vore linjart beroende vill v; = tvy vara en skalar
multippel av vy. Detta ar uppenbarligen inte fallet. Darmed har vi att
B = {v1,vs} ar en bas for deras linjira holje W = span(vy,v,) C R2
Bada W och R? ar tva dimensionella, och det foljer att W = R2
Vektorerna B = {vy, vy} ar en bas for R?. Specielt har vi att vektorn



S~

9 kan skrivas som en lindr kombination av v; och vy. Ekvationen
= sy + tvy skriver vi som

=L 511

Istéllet for att anvdinda Gauss-Jordan, tar vi och inverterar (2 x 2)-
matrisen ovan. Detta ger

-1 2B [

Detta betyder att koordinatmatrisen till w i basen B ar

w
w

Vi kan ocksa kolla att w = —8wv; + 6v, vi har
4 1 2
o= o) = o ]
Specielt kan vi uttrycka e; och eg i basen B. Vi far att
-3 2|1 [-3 L -3 211(0] |2
2 —1| o] " 2] °° 2 —1| |1~ |-1

2
-1

2
B
vektorn w = —4e; + 2e5, och det foljer att

e = e+ 2l = |5 2| [3]

Vilket ger att [e;]p = och att [es]p = [ ] . Vi har att
B

1 1
Exempel 1.12. Vektorerna v; = |1| och vy = [2| i R?® ar linjart
1 3

oberoende. Dérmed bildar de en bas B for W = Span(vy, v2) som &r
ett plan.

. 5

Ar vektorn w = |7| med i planet. Med andra ord kan w skrivas

9
som en linjar kombination av v; och vs, dvs. finns det tal s och ¢ sadan
att
w = sv1 + tvs.

Detta ger ett ekvationssystem i tva okénda s och ¢, med tre ekvationer.
Loser man ut ekvationssystemet hittar man att s = 3 och t = 2. Vilket
betyder att
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Exempel 1.13. En ekvation for planet W i exemplet ovan kan du
producera. Kolla att vektorn w satisfierar planets ekvation.

Exempel 1.14. Matrisen

har egenvarden A = 2 och A = 1. Egenrummet tillhérande egenvérdet
A = 2 (dvs vektorerna X sadan att AX = 2X) dr méngden

—s
S
-1 0
En bas for Wy ar B, = 0| och F5 = |[1]|. Egenrummet till
1 0
egenviardet A = 1 ar méangden
—2t
W1 - { t },
t
-2
som har bas F3 = | 1 |. Vektorerna F4, E5 och Ej3 ar linjart oberoende...
1

Och detta betyder att B = {E}, Fy, E3} ar en bas for R3. Lat w vara
en vektor i R3, och skriv w = aF; + yE, + 2E5. Detta betyder att
x
koordinatmatrisen till w i basen B = {Fy, Ey, E3} &r [w} 5= |V
z

B
Detta betyder att

—1 0 —2 —r — 2z
w=z |0 |4+y|l|l+2z|1]|=| y+=z
1 10 1 T+ 2
Eller mera kompakt att
-1 0 -2
wls=10 1 1 [w]B,
1 0 1

dar S ar standardmatrisen.

Exempel 1.15. Vi fortsdtter med Exemplet (1.14). I exemplet fick vi
fram matrisen



6
som hade egenskapen att [w}s =P [w}B, dér S = {ey, 9, €3} &r stan-
dardbasen och B = {Fy, F», F3}. Matrisen

1 0 2
Q=11 1 1
-1 0 -1

ar inversen till P. Och denna matris har egenskapen att

[w}B =Q [w}s‘

1
Vi kollar nagra exempel. Vektorn e; har koordinatmatris [61} g = 0
0

s
1 standardbasen. Av formeln ovan har vi att

[el}E:Q O =10

Vi har ocksa att 1 - Ey — 1 E3 = e;. Lat oss ocksa kolla vektorn

2
w= |1]|. Vi har att
1

2 4
Q-1 =114
1 -3
4
Detta skall betyda att [w} r= | 4 | vilket ar ekvivalent med att
-3
-1 0 2 2
w=4F+4,—3FE3=4 |0 | +4 (1| =3 |1| = |1
1 0 1 1

1.16. Uppgifter. Mer lisning i Anton-Rorres, ? kapitlerna 4.4, 4.5,
4.6 och 4.7. Rekomenderad uppgifter 4.4: 1, 2, 3, 7, 8, 9, och 4.5: 7,8
och 4.6: 1,2 ,6 samt 4.2: 11, 12, 15, 20. Tentamen 22 oktober, 2010,
Uppgift 3. Tentamen 15 mars, 2010, Uppgift 4.
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