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DEL A

1. Betrakta funktionen f(x, y) = In(x? 4+ xy> — 4).
a) Bestdm tangentplanet till funktionsytan z = f(x, y) i den punkt pa ytan dir x = 1

ochy=2. 2p)
b) Anvind resultatet fran deluppgift a for att bestimma ett narmevirde till £(1.01, 1.97).
2p)

Losning. a) Tangentplanet i punkten (1, 2) till funktionen f(x, y) ges av

=+ ZLa -+ 2Layy-2).
ox dy

For funktionen f(x,y) = In(x? + xy*> —4) har vi f(1,2) = In1 = 0. De partiella
derivatorna av f(x, y) ar

%(x, y) = m C(2x+y%)
och of {
5(&}7) = Pt —4 2xy,
sa
V=6 Lao=a
o0x dy

Dérmed ér tangentplanets ekvation
z=6(x—-1)+4(y—-2).

b) Ekvationen for tangentplanet 1 punkten (1, 2) &r det forstagradspolynom 1 x och y
som bist approximerar f(x, y) nédra punkten.
For att bestimma ett narmevirde till z = f(1.01, 1.97) anvinder vi det z-virde vi far
fran tangentplanets ekvation nir vi sitter in x = 1.01 och y = 1.97. Detta vérde &r

z=6(1.01-1)+4(1.97-2) =0.06 - 0.12 = —-0.06.

Anm. Det approximativa virdet kan jamforas med det exakta virdet f(1.01,1.97) =
In 0.939809 ~ —0.062.
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Svar:
a) z=6(x—1)+4(y —2).
b) z ~ —0.06.
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2. Beriikna JJ' e dxdy dirD:0<y<x<1. 4p)
D

Losning. 1 den givna integralen dr det omojligt att hitta en elementér primitiv funktion till
integranden ¢’ med avseende pa variabeln x. Vi berdknar alltsa dubbelintegralen genom
att forst integrera med avseende pa y. For att gora detta skriver vi integrationsomradet D
som

Vi far

Il
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I
=
. [\
QU
~
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[\
=
QU

=
~
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Svar: 1 (e—1)
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3. Betrakta kurvintegralen

JF-dr,
Y

dir F(x,y,z) = (yz, xz, xy) och y dr den kurva som parametriseras av (x, y, z) = (cost,
sint, t) da t 1oper fran O till z /4.

a) Beridkna kurvintegralen genom att anvéinda kurvans parametrisering. 2p)
b) Bestim en potentialfunktion till F och berikna kurvintegralen med hjélp av den.
(2p)
Losning. Se 16sning till seminarieuppgift. U
Svar:
a) 7/8

b) En potential ir U = xyz.
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DEL B

4. Bestim storsta och minsta virde som funktionen f(x,y) = x*> + xy + y* antar péa cirkel-
skivan x? 4+ y? < 4. 4p)

Losning. Eftersom f(x,y) = x>+ xy + y* 4r kontinuerlig och definierad p& den kompakta
mingden D = {(x,y) : x>+ y* < 4} sé vet vi att den antar storsta och minsta virdeni D.
Dessa antas antingen i kritiska punkter i det inre av D, eller pa randen oD.

Kfritiska punkter till f(x, y) ges av

(0,0) =grad f(x,y) = Cx+y,x +2y),

vilket endast #r uppfyllt da (x, y) = (0, 0). Eftersom detta #r en punkt i det inre av D har
vi hittat en kandidat till max- eller min-punkt. Vi har £(0, 0) = 0.
Vi studerar nu f(x,y) pa dD. Detta kan goras med Lagranges metod, men vi viljer
istillet att parametrisera 0D = {(x,y) : x> + y* = 4} genom
0 (x,y) =(2cos8,2sin0)
dir 0 < 0 < 2z. Uttryckti 0 ges f(x,y) pa oD av
f(x,y) = f(2cos@,2sin0)

= 4cos® @ + 4 cos @sin @ + 4 sin” 0

=4+4cosfsinb

= 4 + 2sin(20).
Detta dr som storst i punkter dir sin(20) = 1, da dr f(x, y) = 6. Uttrycket dr som minst
da sin(20) = —1 och f(x,y) = 2.

Sammanfattningsvis har vi funnit att funktionens storsta virde dr f(x, y) = 6 som antas
pa randen och dess minsta virde dr f(x, y) = 0 som antas i origo. Ul

Svar: max = 6, min = 0.
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5. Lat £(x, y) = cos(x + y) — 1(x — p)? + e~ C",
a) Bestdm Taylorutvecklingen av f till ordning tva i origo. 2p)

b) Anvind Taylorutvecklingen 1 deluppgift a for att avgdra om origo &r ett lokalt max
eller min, eller ingetdera, till funktionen f. 2p)

Losning. a) Funktionen f(x, y) dr en summa av tre termer. Vi bestimmer dess Taylor-
utveckling till ordning tva i origo genom att utveckla termerna var for sig.
Enligt entydighet f6r Taylorutvecklingen sa #r Taylorpolynomet for den forsta termen
cos(x + y) detsamma som Taylorpolynomet for cos ¢ nir vi sitter t = x + y.

1 1 1
cos(x+y):1—§(x+y)2+....:1—§x2—xy—§y2+....

Vi anvinder punkter ... for att beteckna resttermer som dr av hogre ordning én de
utskrivna termerna.

Den andra termen ér ett andragradspolynom, sa den dr redan lika med sin Taylorut-
veckling till andra ordningen,

1 1 1
_E(x -y’ = —Exz +Xxy— 5)’2-

For den tredje termen e~ anviinder viatt e’ = 1+1+. .. vilket ger Taylorutveck-
lingen

e Ot = T+ (=(x+y)H+--=1—-x*=2xy—y*+....
Tillsammans ger detta

f(x.y)
= <1—lx2—xy—ly2>+<—1x2+xy—1y2>+(1—x2—2xy—y2)+...
2 2 2 2
=2-2x>—2xy—2y*+....

Ett alternativt sitt att komma fram till denna Taylorutveckling &r att anvéinda Taylors
formel, se ldroboken sidan 94.

b) Fran Taylorutvecklingen av f(x, y) i origo ser vi omedelbart att forstaderivatorna ir
noll i origo, sa origo #r en kritisk punkt. For att avgora dess karaktidr maste vi forsta
hur den blandade termen —2xy paverkar uttrycket. Vi gor en kvadratkomplettering
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av —2x* — 2xy och far
flx,y)=2—-2x>=2xy—2y*+ ...

1 1
=2—2<x2+xy+1y2—1y2>—2y2+...

1\* 1
=2-2 - L s
<x+2y> +2y y- +

1\ 3,
=2 2<x+2y> 2y +....
Vi ser att andragradstermerna utgor ett negativt definit uttryck, sa origo dr ett lokalt
maximum.
g
Svar:
a) f(x,y) =2-2x>=2xy—2y>+ (x> +y*)*?B(x, y), dir B ir en begrinsad funktion.
b) Lokalt maximum.
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6. Lat K vara ett homogent halvklot som har radie R, medelpunkt i origo och ligger ovanfor
xy-planet. Berdkna z-koordinaten for kroppen K:s masscentrum

1
s

ddr V édr volymen av K. (4 p)

Losning. Kroppen K ir en hélften av ett klot med radie R, alltsa #r dess volym

1 4zR?> 27R°
y=o. 2 =20
2 3 3
I rymdpolira koordinater beskrivs K av att avstandet r till origo varierar mellan O och R,

vinkeln ¢ runt z-axeln varierar mellan O och 27, och vinkeln 6 fran z-axeln varierar fran
0 till /2. Alltsa,

K: 0<r<R 0<¢@<2z, 0<6<x/2

I rymdpolira koordinater #r z = r cos 8 och volymelementet dx dy dz = r*sin 0 dr d6 de.
Tillsammans har vi

2l
Ze = — zdxdydz
VIJk
3 2z 7[/2 R
= 3 J (J (J' rcos® - r’ sin9dr> d9> do
27Z'R 0 0 0
3 2r 7[/2 R4
= TR L (J cosfsind - T d0> do

0
R 2r /2
= 13? J <J sin(20) d0> do
T Jo 0

3R (>
===\ 14
16z L ?

3R

)
167 d

_ 3R
==

Svar: z, = 38
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DEL C

7. Ytstycket Y dr den triangel i planet x = —1 som har hornpunkter i (—1,0,0), (—1,2,0)
och (—-1,2,2).
Bestdm flodet av vektorfiltet

<y2+x12 x2+zy2 x2+yz2>
u= , ,
1+22 7 1+x2 1+4)?

genom Y i riktningen bort fran origo. 4p)

<
A

) /& y

Ytstycket Y

JJ u-Nds,
Y

dir N ir enhetsnormalvektor till Y som pekar i den avsedda riktningen. I dett fall ir N =
(=1,0,0) och

Losning. Flodet ges av

A ¥+ x22 [T R R
u - N = — = — =

1422 1422 1422
eftersom x = —1 pa Y. Vi ska alltsa beridkna integralen

2 2
z —
” > as.
y 1+z2
Det verkar enklast att integrera med avseende pa y forst, sa vi beskriver ytstycket som

x=-1, z<y<2, 0<z<L2
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Pa det plana ytstycket dr dS = dy dz och flodet ges alltsa av den upprepade enkelintegralen

2 2 2 2 r2 2 3 =
-y Ty —y/3 102
L(J 1+ 22 g Jo 1+2z2 ly=

Z

r2 212—8/3 23—13/3
- || G )«
0 1+z 1+z

2/20+2%) 8/3+2 2 2
= ( — >dz
0

14+ 22 1+ 22 _§1+12
2 2 2 3
14 1 2 z
= | 2dz— = dz — = d
| ke JO1+z2 < 3Ll+z2 ¢
- 12 14 2 2 B
[ - e -3 e
Il PR el 3Ll+z2 ¢
14 2 2
=4 — ¥ (arctan2 — arctan 0) — = d
3(arcan arcan) 3[01+12 Z

:{t:1+z2, dt=21dz,t:1—>5}
-1

1
=4—13—4arctan2——J —dt
3), ¢t

1 5
_ 14
—4—?arctan2—§[t—lnt]1

4 — 13—4arctan2— %(4—ln5)

_ 8 14 1
=3~ ?arctan2+ 311’15

Svar: % - % arctan 2 + %ln 5
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8. Avgor om foljande grinsvirden existerar, samt berdkna i sadana fall deras vérde.

x? + y?
li 2
2) (x,y)lf(lo,m 10x% 4+ 2xy + 5y2 @p)
b) lim ye /7, dirr = \/x2 + 2. 2p)

(x,y)—(0,0)
Losning. a) Om (x,y) — (0,0) ldngs x-axeln (dir y = 0) blir grinsvirdet
) x>+ 0? o1 1
lim =
’;Z(()) 10x24+2x-0+5-02

=lim—=—,
x~010 10
medan om (x, y) — (0, 0) ldngs y-axeln (didr x = 0) blir grinsvirdet
, 0% + y? 11
lim = lim = .
53%10-02+2-0-y+5-y2 =05 5

Eftersom uttrycket (x> + y?)/(10x* + 2xy + 5y?) nirmar sig olika virden beroende
pa hur (x, y) narmar sig (0, 0) sa existerar inte det sokta grinsvirdet.

b) Vi infor polidra koordinater
x =rcosb,
y =rsinf.

I dessa koordinater 6vergar grinsdvergangen (x, y) — (0, 0) till » — 0% och uttrycket
for griansvirdet blir
lim ye '” = lim rsin@e™'/".

(x.y)—(0.0) r—0*
Nir r — 0% gir —1/r — —oo och didrmed gér e~'/" — 0. Eftersom sin 6 #r begrinsad
blir grénsvirdet
lim rsinfe™"/" = sin@ - lim r - lim e™'/"
r—0% r—0% r—0*

=sinf-0-0
=0.

Svar:
a) Grinsvirdet existrerar inte.
b) Grinsvirdet existerar och har virdet 0.
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9. Ett kéllfritt vektorfalt F har en vektorpotential A om
F =V xA.
a) Ta fram en vektorpotential till F = (x, x — 3y, y + 2z). 2p)
b) Anvind Stokes sats och vektorpotentialen i deluppgift a for att berdkna

J'J (x,x =3y, y+2z2)-dS,
S

dir S #r halvsfiren x> + y*> + (z — 1)?> = 1, z < 1. Ytelementet dS pekar bort frin

z-axeln. (2p)
Losning. a) Om vi skriver A = (P, Q, R) sa ger villkoret F = V x A att

aa—lj — % =X, (1)

‘Z—f -3y, @

% - 2—5 =y+2z (3)

For att (1) ska vara uppfylld ansitter vi

R = axy + g:1(2),
0 = bxz+ g(x,y)

dir a och b ir konstanter som uppfyller a — b = 1, och g; och g, dr godtyckliga
funktioner. Sambandet (2) blir da

oP
o ay =x—3y
sa vi ansitter darfor
P=cyz+xz

dirc —a = -3.
Samband (3) ger dérefter att

0
bz+ﬁ—cz=y+2z,
ox

vilket dr uppfyllt om b — ¢ = 2 och dg, /dx = y.
Vilj tex. g1(z) =0, g2(x,y) = xyocha =3,b =2, ¢ = 0sair (1)-(3) uppfyllda
och vi har vektorpotentialen

A = (xz,2xz+ xy,3xy).

Anm. Det finns manga korrekta svar. Alla vektorfilt pa formen (xz, 2xz + xy, 3xy) +
V¢ ir vektorpotentialer till F.
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b) Den orienterade randen till halvsfiaren bestar av en cirkel y genomlupen enligt figuren
och kan parametriseras som

s\l

X = cost,
y = sint, (t: 27 — 0).
z=1,

/\

X y
Stokes sats ger nu att

® = J(x,x—3y,y+22)'ds
s
= J[Vx(xz,2x1+xy,3xJ’)]'dS
s

= | (xz,2xz+ xy,3xy) - dr.
JY
Med parametriseringen far vi att kurvintegralen blir

0
o= J (cost,2cost+ costsint,3costsint) - (—sint, cost,0) dt
2r

0
J (—costsint +2cos’t + cos>tsint) dt
2z

2r
—ZJ cos’ t dt
0

2
—J (1 + cos?2t)dt
0

= 2.

Svar:
a) T.ex. A = (xz,2xz+ xy, 3xy)
b) —2x




