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DN1230 Tillaimpad linjar algebra
Tentamen
Onsdagen den 29 maj 2013

Skrivtid: 8-13

Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: Anna-Karin Tornberg
Betygsgrénser:

Betyg | A|B | C|D|E |Fx
Poiing | 34 | 30 | 26 | 21 | 18 | 17

For full poéng pa en uppgift krévs att 16sningarna ar val presenterade och latta att folja.
Det innebar speciellt att inférda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen
tydligt beskrivs i ord eller symboler och att resonemangen ar val motiverade och tydligt
forklarade. Losningar som allvarligt brister i dessa avseenden bedéms med hogst tva poéng.

Lycka till!

Uppgift 1 (6 poing)

a) Foljande linje i R? &r given, z — 4y + 8 = 0.

i) Skriv upp linjens vektorekvation, x = xg + tv.

ii) Visa att vektorn n = (1, —4) &r ortgonal mot den givna linjen.

b) Om rangen av en 9 x 10 matris, A, dr 5 (rank(A) = 5) viken dimension har da
matrisen A’s nollrum?

c) Foéljande linjdra system ar givet

b-—kz+y=1
6+ (6 —k)y=~F

dar k ar en godtycklig konstant.

i) For vilket virde/vilka virden pa k har systemet en unik 16sning?

ii) For vilket véarde/vilka varden pa k ar systemet inkonsistent?

d) Lat y = (7,6) och x = (4,2). Skriv vektorn y som en summa av tva ortogonala
vektorer, en vektor i Span{x} och en vektor som &r ortogonal mot x.
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Losning:
a,i) Lat P1(0,2) och P2(—4,1) vara tva punkter pa linjen. P1PS = (0+4,2—1) ar daen
vektor parallell med linjen som kan skrivas x = (0,2) + (4, 1)

a,ii) For att n ska vara ortgonal mot linjen krévs att n-v = 0 vilket stimmer eftersom
(1,-4)-(4,1)=0
b) rank(A) + nullity(A) = n dvs dimensionen av A’s nollrum é&r 5.
5—k 1

6 6-—Fk|’
det(A) #0. det(A) = (b—k)(6 —k) —6 = (k—3)(k —8). Dvs systemet har en unik 16sning
om k # 3 eller k # 8.

c,ii) Néar k = 8 &r systemet inkonsistent. (Nér k& = 3har systemet oéndligt manga 16sningar. )

c,i) Unik 16sning om koefficientmatrisen, A = ar inverterbar, dvs om

d) Vi kan skriva y som y = ax + z. For att bestimma « kan vi anvinda oss av ortogona-
liteten mellan z och x och skaldrmultiplicera med x pa bada sidor,

_yxX _

XX

Yy X=0X"X+Z-X=aX "X —>«Q

Nér vi har o kan vi beréka z som (7,6) = 2(4,2) +z — z = (—1,2) och vi far att
y =(84)+(-12)

Uppgift 2 (4 poing)
Foljande datapunkter dr givna (0,0), (1,1) samt (2, 3).

a) Hitta den réta linje y = ag + a;x som &r bést anpassad till punkterna i minsta
kvadratmetodens mening.

2

b) Hitta det andragradpolynom y = ¢y + ¢z + cox® som gar genom alla tre punkterna.

Losning:

a) Satt in datapunkterna i den givna ansatsen

CLO+(11'O:O
a0+a1'121
ag+a-2=3

Detta kan vi skriva pa formen Aa = b dar

10 0
A=11 1|, b= |1
12 3
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For att 16sa systemet, still upp normalekvationerna AT Aa = ATb och 16s dessa for a.
3 3 4
5 ==
Detta ger att a=(-1/6,3/2) och y = —1/6 + 3/2x
b) a) Sétt in datapunkterna i den givna ansatsen
cofecr-0+c-0°=0

co+c-14+e-12=1
Co+01'2+02'22:3

Detta kan vi skriva pa formen Ac = b dar

100 0
A=1{11 1|, b= |1
1 2 4 3

Systemet l6ses for ¢ = (0,1/2,1/2) vilket ger att y = 1/2x + 1/222.

Uppgift 3 (5 poing)

a) Los foljande linjara ekvationssystem

T—y+z+w=>5
y—2z2+2w=2_8
20 —y — 3z + 4w = 18.

b) Systemet i a) kan skrivas pa formen Ax = b dir x = (x,y, z,w) och b = (5,8, 18).
Bestdam en bas for A’s nollrum.

a) Matrisen pa reducerad rad-echelon form

1 -1 1 1|5 1 00 3|13
0o 1 -1 2] 8| —=101T0 2] 8
2 -1 -3 4|18 00100
Vi har en fri parameter, w, som vi sitter till w = s (godtyckligt reellt tal). Losningen blir:
r=13—-3s
y=8—2s
z=0

w =S
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som ocksa kan skrivas pa formen

T 13 -3
yl |8 —2
Ul =1o] T%] o
w 0 1

b) Matrisens nollrum ges av 16sningsrummet till Ax = 0. P4 samma sétt som tidigare
reducerar vi matrisen till rad-echelon form men nu har vi nollor i hogerledet istéllet.

1 -1 1 110 1 0 0 3|0
0 1 -1 2|0l =101 0 2|0
2 —1 =3 4|0 0010]0
Losningen kan skrivas som

T -3

yl |2

1T 0

W 1

dvs null(A) = Span{(—3,—2,0 — 1)} och vektorn v = ((—3,—2,0 — 1)) &r en bas for
null(A).

Uppgift 4 (5 poing)
Lat U = Span{(—1,0,2,1),(-2,1,1,2),(1,0,1, —1)}, ett underrum av R*.

a) Bestdm en ortogonal bas for U.

b) Definiera och ange det ortogonala komplementet (U*) of U.

Losning a): Lat vi = (—1,0,2,1) , vo = (—=2,1,1,2) och tag u; = v;. Berdkna

Vo - Up 24242

Uy = vy — w=(-2,1,1,2) - ———(-1,0.2.1) = (-1,1, - 11).

Lat v3 = (1,0,1,—1). Berdkna

v _V3'111u _V3'U-2u .
ol el

- 1
{is = (1,0,1,—1)—0—;(—1,1,—1,1):1(1,3,1,—1).

Definiera uz = (1,3,1, —1).
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En ortogonal bas for U ar {(—1,0,2,1),(-1,1,-1,1),(1,3,1,—1)}.

Losning b): Ut = {ve R*|v-u=0,yvuc U} = {ve R*|v-u; =0, i = 1,2,3}, dér
u;, Up och ug ér basvektorerna for U definierade ovan. Sagt i ord, sa &r det ortogonala
komplementet till U det underrum av IR* innehéllande alla vektorer i R* som &r ortogonala
mot alla vektorer i U, vilket de &r om de &r ortogonala mot basvektorerna for U.

Utnyttja det faktum att nollrummet till en matris dr det ortogonala komplementet till
radrummet av matrisen. Lat uy, us och uz utgora rader i en matris A, och 16s Ax = 0. Gauss
elimination ger x; = x4, 5 = x3 = 0, x4 fri. Dvs lésningen ar pa formen (x4,0,0,24) =
74(1,0,0, 1), och nollrummet dr Span{(1,0,0,1)}. Dvs, U+ = Span{(1,0,0,1)}.

Uppgift 5 (5 poing)

1 0 4
Lat A= 0 k O
2 0 -1

a) Berdkna egenvirdena for A.
b) For vilket vérde/vilka viarden pa k dr A diagonaliserbar?

c) For vilket virde/vilka viarden pa k adr A inverterbar?

Losning a): Bestdm egenvirdena till A:

1—A 0 4
det(A — \I) = 0 k—2A\ 0]=Fk-NAN-1-28)
2 0 —1-X

= —(A—k)A+3)(\—3).

Dvs, vi har egenvirden A = —3, 3, k.

Losning b): Om k # —3 och k # 3, s har vi tre enkla egenvirden. Dessa tre egenvirden
kommer att ha egenrum av dimension 1, och vi vet att matrisen ar diagonaliserbar. Om
k = —3 eller k = 3 sa har vi ett dubbelt egenvirde, och maste kontrollera dimensionen pa
tillhérande egenrum.

Lat k£ = 3, vilket ger det dubbla egenviardet A = 3.

20 4 10 —2
(A=3Dv=0—=| 00 0|~|00 0
2 0 —4 00 0



TILLAMPAD LINJAR ALGEBRA, DN1230 6

Vi har endast en nollskild ekvation, och alltsa tva fria variabler. Dimensionen pa egenrum-
met kommer att vara 2. Dvs matrisen ar diagonaliserbar.

Samma berdkning gors for k = —3, vilket ger det dubbla egenvéirdet A = 3. Slutsatsen
blir det samma, dven i detta fallet sa &r dimensionen av egenrummet 2 och matrisen ar
diagonaliserbar.

Dvs, matrisen ar diagonaliserbar for alla k.

Losning c): Determinanten av A kan rdknas ut som produkten av egenvéirdena. Vi far
det A = —9k, vilket blir 0 endast fér £ = 0. Dvs matrisen &r inverterbar om k # 0.

Uppgift 6 (5 poing)
Lat e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0) samt v = (2,1, 1).

a) Visa att vektorerna ej, ez och v ar linjart oberoende samt skriv vektorn eg = (0,0, 1)
som en linjarkombination av e;, e och v.

b) Féljande linjira transformation T : R* — IR?, &r sadan att

2 3 0
T(er) = |—4|, T(ex)=|—-1|, T(v)=| 2
—1 2 —1

Hitta transformationens standardmatris.

Losning;:

a) Skriv ez som en linjarkombination av vektorerna (1,0,0), (0,1,0) och (2,1,1), es =
a(1,0,0) + 6(0,1,0) 4+ ¢(2,1,1). Vi behover rikna ut a,b och ¢ dvs 16s systemet

1 0 2| |a 0 1 0 2|0 a -2
01 1] ({b|=10 =01 10| —|b]=]-1
0 0 1| |c 1 00 1]0 c 1

Detta ger oss att ez kan skrivas som eg = —2(1,0,0) — (0,1,0) + (2,1, 1).

b) Transformationen standardmatris, A, dr given av att 7'(x) = Ax, dér A ges av A =
[T'(e1) T(e2) T(es)]. I uppgiften har vi redan T'(eq) och T'(eq) givna. Vi behdver be-
stamma T'(e3). Har anvinder vi oss av att es kan skrivas som en linjirkombination av de
vektorer for vilka vi kinner till transformationen. Dvs T'(e3) = —27'(1,0,0) — 7°(0,1,0) +
T(2,1,1) = —2(2,—4,1) — (3, —1,2) + (0,2, —1) = (=7, 11, —5) och slutligen kan vi skriva
upp A som
2 3 -7
-4 -1 11
1 2 =5
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Uppgift 7 (5 poing)

Lat U = {p(x) € P, | fo x)dr = 3p( )} (dvs lat U vara méngden av alla polynom p(x) i
P, som uppfyller integralvillkoret fo (x)dx = 3p(1) ).

a) Visa att U ar ett underrum av P,, vektorrummet av alla polynom av grad mindre
eller lika med 2.

b) Bestam dimensionen av U. Bestdm en bas for U.

Losning;:

a) Sluten under addition: f03 f(z)dx + f03 g(z)dxr = 3f(1) + 3¢9(1) — fo =3h(1) €
U,h(z) = f(z) + g()

Sluten under skalirmultiplikation: & fo z)dx = k3f(1) — fo =3h(1) € U, h(x) =
kf(x).

b) Bas for U: f03a+bx+cx2dx =3(a+b+c) = 3a+2+2 =3(a+b+c) = b= —4c. Det
generella polynomet i U kan d& skrivas som p(z) = a + c¢(2? — 4z) och basen blir 1, 2% — 4z
och har dimension 2.

Uppgift 8 (5 poing)

a) Antag att de tvA n x n-matriserna A och B i#r similira. Visa att #ven A* och B*
ar simildra. Tva matriser &r simildra om det finns en inverterbar matris P sadan att

B=P1AP.

b) Antag att u dr en vektor i R" sddan att u-u = 1. Lat P = uu’ och Q = I,, — 2P.
Visa att Q? = I,, dir I,, ir identitetsmatrisen av storlek n x n.

Losning;:

a) For similidra matriser géller att det finns en inverterbar matris P sddan att B = P~1AP.
Detta ger att B¥ = (P71AP)* = (P7'AP)(P7'AP)(P~'AP)---(P7'AP) = P 1A*P.
Dvs A¥ och B* #r similira matriser.

b) Q* = (I, — 2P)* =1, — 2PI,, — 2I,P + 4P* = I,, — 4P + 4P*.

P? = (uu”)? = uu’uu? = uu - uu? = uu’ = P.

I, —4P +4P* =1, — 4P +4P =1,



