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DN1230 Tillaimpad linjar algebra
Tentamen
Mandagen den 10 december 2012

Skrivtid: 14-19

Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: Anna-Karin Tornberg
Betygsgranser:

Betyg |A|B| C|D|E|Fx
Poiing | 34 | 30 | 26 | 21 [ 18 | 17

For full poéng pa en uppgift kravs att 16sningarna ar val presenterade och latta att folja.
Det innebér speciellt att inférda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen
tydligt beskrivs i ord eller symboler och att resonemangen ar vil motiverade och tydligt
forklarade. Losningar som allvarligt brister i dessa avseenden bedéms med hogst tva poéng.

Lycka till!

Uppgift 1 (5 poidng)

a) Lat vq,...,v,, vara vektorer i R". Ange vad som maste gélla for att vy,...,v,, ska
vara linjart oberoende.

b) Lat A vara en m X n matris, x € R", b € R™. Vad kréavs for att systemet Ax = b
skall vara konsistent?

c) Lat T : R® — IR? vara en linjir transformation. Ar informationen 7'(1,0,0) =
(0,1,1), 7(0,1,0) = (2,0,1) och T'(2,1,0) = (2,2,3) tillrdcklig for att bestdimma
T(a,b, c) for godtyckliga skalarer a, b, ¢? Varfor eller varfor inte?

d) Lat A vara en matris av storlek 28 x 37. Vilken &r den storsta rangen (rank(A))
matrisen kan ha ? Vilken &r den minsta dimension matrisen A’s nollrum kan ha?
Svar: rank(A) = min(m,n) = 28. Dimensionen pa nollrummet ges av n—min(m,n) =

37 —28=9

e) Lat U vara ett underrum av IR", med en bas B = {u;, us}. Definiera projektionen av
veR" palU.
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Uppgift 2 (5 poing)

Betrakta punkten Q = (1,1,1) € R? samt linjen Ly som ges av

r=1+1¢
y=1—1
z = 2t.

a) Bestdm planet P genom punkten () som &r vinkelrit mot linjen, L;.

b) Bestdm det kortaste avstandet fran planet P till origo genom att till exempel projicera
en vektor fran origo till en punkt i planet pa normalvektorn till planet.

c) Visa att linjen L, som ges av

r =4t
y =2t
z=—t

ar parallell med planet P och bestdm om linjen ligger ovanfor eller under planet.

Losning a): Normalvektorn n till planet ska vara parallell med riktningsvektorn till linjen,
d vsn = (1,—1,2). Ekvationen for planet blir dd x — y + 2z = K. Planen gar genom
P=(1,1,1)om1—-142=K.Dvs K =2.

Losning b): Projektionen av exempelvis (1,1, 1) pa normalvektorn n = (1, —1,2) ges av

) 1,1,1)n 1 1
pI'OJn(l, L 1) = %n = 6(17 L, 1) ’ (17 -1, 1)(17 _172)5(17 _172)

och avstandet blir %\/ 12412422 = \/Té

Loésning c): Planets normal ges av n = (1, —1,2) och linjens riktning av t = (4,2, —1).
Linjen ar parallell till planet om n - v = 0. Linjen gar genom origo och planet gar genom
z = 1. Dvs linjen ligger under planet.

Uppgift 3 (5 poéng)

Lat U = Span{(1,2,0,1),(2,1,0,2)}, ett underrum av R*.

a) Bestdm en ortogonal bas for U.

b) Definiera det ortogonala komplementet (U') of U. Bestim en ortogonal bas for U+.
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Losning a): Lat vi = (1,2,0,1) , vo = (2,1,0,2) och tag u; = v;. Berdkna

: 24249
Y =(2,1,0,2) — %(1,2,0, 1) =(1,-1,0,1).

T

En ortogonal bas for U ar {u; = (1,2,0,1),uy = (1,—1,0,1)}.

Losning b): Ut = {ve R'|v-u=0,yvue U} = {ve R'|v-u; = 0ochv-u; = 0},
dér u; och uy dr basvektorerna for U definierade ovan. Sagt i ord, sa &dr det ortogonala
komplementet till U det underrum av IR* innehallande alla vektorer i R* som &r ortogonala
mot alla vektorer i U, vilket de &r om de &r ortogonala mot basvektorerna for U.

Utnyttja det faktum att nollrummet till en matris &r det ortogonala komplementet till
radrummet av matrisen. Lat u; och u, utgora rader i en matris A, och 16s Ax = 0. Gauss
elimination ger zy = —x4, ©y = 0, x3, x4 fria. Dvs 16sningen ar pa formen (—xy4,0, x3,4) =
23(0,0,1,0) — 24(1,0,0,—1), och nollrummet ar Span{(0,0,1,0),(1,0,0,—1)}. Da dessa
tva vektorer redan &r ortogonala sa utgor de en bas for nollrummet for matrisen, dvs for
U+

Losning b), alt 2: Lat uy, uy vara som ovan. Vilj vs utanfér Span{u;, us}, dvs en vektor
som inte dr en linjdr kombination av u; och uy. Tex, vilj v3 = (0,0, 1,0). Denna vektor
ar redan ortogonal mot u; och uy, om den inte var det sa ska den ortogonaliseras. Satt
U3 =— V3.

Valj nu v4 utanfor Span{u;, us, us}, tex vy = (0,0,0,1). Ortogonalisera,

Uy =vy — u; —
Detta ger uy = (—1/2,0,0,1/2). Vi kan forstas skala vektorn som vi vill, och sétter uy =
(1,0,0, —1). Vektorerna uz och uy utgoér en bas for UL, vilket dir samma vektorer som i
forsta 10sningsalternativet.

Uppgift 4 (5 poing)

9
0

-1
Lat A = k
1 -1

o NN O

a) For vilket virde/vilka varden pa k ar A diagonaliserbar?

b) For vilket virde/vilka viarden pa k dr A inverterbar?
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Losning a): Borja med att bestdimma egenvérdena till A:

—1-A 0 9
det(A — \I) = E 2—) 0]=02-N(1+)*-9)
1 0 —1—2A\

=2-NA+4)N=-2)=—-(A—2)2(\+4).

Dvs vi har ett enkelt egenvirde A = —4, och ett dubbelt A\ = 2. Vi maste kontrollera
dimensionen pa egenrummet tillhorande A = 2.
-3 0 9 1 0 -2
(A=2I)v=0— kO O|l=~]|k O O
1 0 =3 00 O

For k = 0 har vi endast en nollskild ekvation, och alltsa tva fria variabler. Dimensionen
pa egenrummet kommer att vara 2. Annars har vi tva ekvationer, en fri variabel, och ett
egenrum med dimension 1.

Endast for & = 0 har vi dim(E)) =2, dvs A &r diagonaliserbar endast for k = 0.

Losning b): Determinanten av A kan rdknas ut som produkten av egenvirdena, eller
direkt om man inte gjort a). Vi far det A = —16 # 0, oberoende av k, sd A ar inverterbar
for alla virden av k.

Uppgift 5 (5 poiang)
En linje y = a + bx skall anpassas till féljande punkter (1, 1), (2,2) och (3,2).

a) Bestam konstanterna a och b med minsta kvadratmetoden.
b) Forklara vad som menas med att 16sningen &r bést i minsta kvadratmening.

c¢) Berdkna minsta kvadratfelet.

Losning a): Modellen ger systemet Ax = b dar

11 1
A= |1 2|, x:ﬁy b= |2
13 p

Minsta kvadratlésningen ges som losningen till normalekvationerna AT Ax = ATb. Med

T [3 6 . [5
AA—&14’Ab—h]
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far vi 16sningen

och modellen blir y = % + Sz

Losning b): Losningen ér bést i den mening att minsta kvadratfelet ||b — Ax|| har mini-
merats (alt. [|[b — Ax||?).

Losning c): Minsta kvadratfelet blir

alternativt

Uppgift 6 (5 poing)

Foéljande linjira transformation, u i w, fran IR® till R* &r definierad genom ekvationerna
nedan:

Wy = Uy + Uz + U3z + Ug

We = Uy + Uz + 2us + 2us

w3 = U1 + 2ug + 3uz + ug + us

wy = 2u7 + 4ug + 4us + 3uy + 3us.

a) Skriv upp standardmatrisen A for transformationen.

b) Bestam baser for transformationens nollrum (eng: kernel), ker(A) och bild/vérde/-
rum (eng: range), ran(A).

Losning a):

O = O =
N R
T I O
W = N =
W= NN O

Losning b): Transformationens nollrum ges av matrisens nollrum. Dvs 16s Ax = 0

1 1110]0 1000 —2]0
011220_>0100§0
123110 0010 —5/0
2 44 3 3|0 0001 5|0
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Losningsméngden ar
t
(]}'1, T2, X3, X4, $5) = 5(57 _57 ]-7 _]-7 3)
Nollrummet har dimension 1 och basen f6r nollrummet ges av (5, —5,1, —1, 3). Transfor-
mationens vardeméangd ges av matrisens kolonnrum. Fran den reducerade matrisen ser
vi att de fyra forsta kolonnerna ar linjart oberoende vilket ger oss att en bas for ko-

lonnrummet (transformationens virdeméngd) ges av matrisen A’s forsta fyra kolonner,
(1,0,1,2),(1,1,2,4),(1,1,3,4) och (1,2,1, 3).

Uppgift 7 (5 poing)

Lat U = {p(x) € P3| p(1l) = p(2) = 0} (dvs lat U vara méngden av alla polynom p(z) i P;
som dr noll for x = 1 och x = 2).

a) Visa att U &r ett underrum av Pj, vektorrummet av alla polynom av grad mindre
eller lika med 3.

b) Bestdm dimensionen av U. Bestdm en bas for U.

Lésning a): Ett generallt polynom p(z) i P3 kan skrivas pa formen p(z) = a+bx+cx?+da.
For p e U,

p(1)=atb+ctd=0

p(2)=a+2b+4c+8d=0

Losning av detta system ger a = 2¢ 4 6d, b = —3c¢ — 7d, ¢, d fria variabler, vilket ger att
alla p(z) 1 U kan skrivas pa formen,

p(z) = (2 — 3z + 2*) + d(6 — Tz + 2%),

och vi har U = {p(z) € Ps|p(x) = ¢(2 — 3z + 2?) + d(6 — Tx + 23),¢,d € R}.

Léat p1(z) = c1(2— 3z +2%) + d1(6 — Tz +23), och pa(x) = c2(2 — 3z +22) + do(6 — Tz + 2°).
Vi har pi(z) + pa(z) = (c1 + ¢2)(2 — 32 + 22) + (dy + do)(6 — Tx + 23),

vilket fortfarande tillhér U (fortfarande samma form, och blir 0 for x = 1 och = = 2).

Lat r in R. Vi har

rpi(z) = rcy (2 — 3z + 22) 4+ rdy (6 — Tz + 23), vilket fortfarande tillhér U.

U éar slutet under vektor addition och skaldr multiplikation, sa U &r ett underrum till Pj.
Lésning b): dim(U) = 2 (2 fria variabler). En bas for U ér B = {2 — 3z + 22,6 — Tz +23}.
Alternativ 16sning:

Fran borjan, skriv p(z) = (z—1)(x—2)(a+bx), och arbeta med detta istéllet. Ger natruligt
p(x) = a(2 — 3z + 2?) + bx(2 — 3z + 2?), och en bas B = {2 — 3z + 22, 2x — 32% + 23}.
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Uppgift 8 (5 poing)

Visa med hjélp av induktion att determinanten av en Overtrianguldr matris ges av pro-
dukten av matrisens diagonalelement.

Losning: Visa forst att pastaendet géller for en Overtrianguldr 2 x 2 matris. Antag i
nasta steg att det giller for en n x n matris, och visa att det da ocksa maste gélla for en
(n+1) x (n+ 1) matris. (Det &r ldtt att visa eftersom determinanten for (n+ 1) x (n+1)
matrisen kommer att vara produkten av ett diagonal element och determinanten for en
overtriangular n x n matris). Da foljer det att pastdendet méaste vara sant for alla n.



