1. LORDAGEN 04.06

1.1. Nuvill vi fokusera pa linjara avbildningar fran vektorrum W. Om
T: R" — R"™ ar en linjar avbildning, och W C R" ett vektorrum, da
har vi en inducerad avbildning Ty : W — R™. Och denna avbildning
ar linjar.

Exempel 1.2. Lat T: R® — R? vara avbildningen
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T T
T(X) = T( XT3 ) = | T3

Ty Ty
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Projektionen pa forsta faktorerna, tredje och femte faktor Detta ar en
linjar avbildning. Lat W C R?® vara vektorrummet vi betraktade i Ex-
empel 7?7, Den inducerade avbildningen Tjy: W — R? ar simpelthen
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w2 w1
T( W3 ) = |W3

Wy Ws
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Och vi vill géarna representera denna avbildning med en matris. Detta
ges dock inte av formeln ?7?, och en av anledningarna ar att t.ex. e; inte
finns med 1 W. Da e, inte & med i W kan vi inte prata om Ty (e1).

1.3. Representera linjara avbildningar med matriser. Vi har
den linjéra avbildningen Tjy : W — R fran Exempel ??, och vi vill
representera denna med en matris. Losningen ar att vialja en bas for
vektorrummet W. Vi har tidligare satt att vektorerna
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ar en bas for W. Vi applicerar avbildningen 7" = Tjy pa dessa tre
punkt, och har att
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Vi kommer nu att representera varje vektor w i W med sin koordinat-
matris med avseende pa basen 5 = {uj, us, u3}. Betrakta nu matrisen

_5 0 2
6 3
0 01
Jag havdar nu att
T(w)=B- [w]ﬁ.

Eller, for att vara mera specifik. Om vektorn w = tyw; + tows + t3ws,
da har vi att

-320 2] [t =241 + 2t3
Tw)y=|1 0 0| [tof = t
0 0 1] |t3 t3
Pa den andra sidan har vi att om w = tyw; + tows + t3ws, dahar vi att
—5t + 3ty
—3ty — 2t — t3
w = tl
123
ls
— 2ty + 23
och vi har att T'(w) = t , vilket visar vad vi hidvdade.
ls
1.4. En allman formel. Om 7: W — R" ar en linjar avbildning,
och 8 = {wy,...,w,} ar en bas for W da kan vi representera avbild-
ningen 7" med en matris och matrismultiplikation. Vi bildar matrisen
B = [T(wl) T(wr)}

som &r en (n x r)-matris. For varje vektor w i W har vi féljande
samband

T(w)=B-[w],.
1.5. Identifikation av vektorrum. Lat W C R™ vara ett vektor-
rum, och lat f = {ws,...,w,} vara en bas for W. Vi bildar den

linjara avbildningen 7": W — R"™ som skickar en godtycklig vektor
w = tywy + - - - t,w, till

Matrisen som representerar denna linjara avbildning ar identitetsma-
trisen. Avbildningen T identifierar W med R"™. Alla vektorrum med
samma dimension ar lika. Ett vektorrum av dimension n kan alltid
identifieras med R™.
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Exempel 1.6. Lat L C R? vara linjen som ges av ekvationen 3z +4y =
0. Med andra ord har vi att L ar losningsmangden till det homogena
ekvationssystemet 3z + 4y = 0. Vi har att L ar ett vektorrum, och att

en bas ges av t.ex. vektorn v = {_43} . Detta betyder att

L= {{_4;4 | tal £).

Om vi viljer att glomma bort att L dr en delmingd av planet R? si
ar L inget annat enn den reella linjen R. En identifikation gors vid
avbildningen 7": L — R, som skickar

At

r[ ]

Med andra ord identifierar vi basen v = [ ] med basen 1 for de reella

-3
talen.

1.7. Det ar inte sa att varje linjar avbildning 7': W — R identifierar
W med R™ Vi siager att T ar en isomorfi om det finns en linjéar
avbildning U: R"™ — W sadan att samansétningen TU och UT bada
blir identitetsavbildningen. I sadana fall sager vi att T identifierar
W med R™ Om vi valjer en bas for W, och har att matrisen A
representerar avbildningen 7. Da har avbildningen T en invers, om
och endast om matrisen A ar inverterbar.

Exempel 1.8. Betrakta nu avbildningen 7: W — R3, dar W ar
vektorrummet i R som ges som l6sningsmangden till det homogena
ekvationssystemet ?7. Avbildningen 71" var given som projektionen pa
forsta, tredje och femte faktor. Med basen 8 = {uq,ug, us} sa vi att
matrisrepresentationen blev

—= 0
B==|1 0
0 0

Da kolumn nummer tva enbart bestar av nollor ar matrisen B inte
inverterbar.
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1.9. En enda mera allman formel. Om vi tanker oss en linjar av-
bildning 7': W — V mellan tva vektorrum, sa kan d&ven denna repre-
senteras med en matris och matrismultiplikation. Vi maste dock vélja
en bas f = {wy,...,w.} for W, och en bas v = {vy,...,vs} for V.

Konstruera matrisen
B=|[Tw)], - [Tw)]].

Matrisen B bestar av r kolumner. For att bestamma kolumn 1, tar vi
och applicerar avbildningen T" pa vektorn wy, detta ger T'(w;). Déarefter
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tar vi och bestdmmer koordinatmatrisen till 7'(w;) i basen +, detta
symboliseras med [T(’Uh)]w- Detta ar kolumn ett i matrisen B. For

varje vektor w i W har vi att
[T(w)]7 =B [w}ﬁ.

1.10. Fundamentalsats. Lat T: W — V vara en linjar avbildning
mellan vektorrum W och V. Kdrnan till avbildningen 7" ar alla w i W
sadan att T'(w) = 0. Kérnan &r ett vektorrum. Om man representerar
avbildningen 7" med en matris A da vill karnan till avbildningen 7" vara
nollrummet till matrisen A. Bildrummet till avbildningen T: W — V
ar alla vektorer v i V pa formen v = T(w), for nagon vektor w i
W. Bildrummet &r ett vektorrum. Och om matrisen A representerar
avbildningen T' da vill bildrummet vara given som kolumnrummet till
matrisen A.

Foljande ar ett fundamentalt resultat. Om T: W — V' ar en linjar
avbildning da har vi att

dim(W) = dim(Kérna(T)) + dim(Bild(T)).
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