SF1661 Perspektiv paA matematik
Tentamen 24 oktober 2013 kl 14.00 — 19.00
Svar och 16sningsforslag
(1) Lat =z = 2(005% + isin %) och lat w = 16(005% + isin g)

Beridkna
L1

w3
11

och markera talet — 1 en figur av det komlexa talplanet.
w

Losning. De Moivres formel ger att

1 11 11
2= (2(008% + isin %)) = 2M(cos Tﬂ + isin %)
och
3 N A 3 3m . 37 12 .
w”® = (16(cos§ + isin §)> = (16)°(cos ?—H sin ?) = 2"(cosT+isin).

Vi division av tva komplexa tal i polédr form divideras beloppen
medan argumentet subtraheras, sa

1 e 117w
L1 2 (cos?jLzsmT) 1 5t 5m V3 1
— = — = —(cos — +isin—) = —— +i—.
w3 212(cosm + isinm) 2 6 6 4 4
Svar. Talet % = _\/Tg + i}l och ligger i 2:a kvadranten pa

cirkeln med medelpunkt i origo med radie 1/2, linjestycket fran
origo till % bildar vinkel 57/6 med positiva reella axeln.

(2) Bestam alla reella 16sningar till ekvationen
4% 4 4.2% =32,

= 427 &y

Lésning. Eftersom 4% = (427)% och 2% = (22)%
4A7 1 4.2% = 32 = (4%) 4447 =32
Infor ¢ = 42* (som dr > 0 for alla = ). Detta ger ekvationen
244t =32 <= (t+2)? =36 <= t =4 (roten t = —8 forkastas ty t > 0).

Alltsd dr 4%® = t = 4 vilket dr ekvivalent med att z = 1/2. En
16sningskontroll gors genom inséttning i den givna ekvationen.

Svar. x = 1/2




(3) Lat f: R — R vara den funktion som definieras av

22 +1, daax>0;
f@y_{?& dé z < 0.

Visa att funktionen f dr inverterbar. Bestim ocksa f~!, skissera

grafen y = f~!(z) och ange definitionsméngd och virdemingd
fin L

Lésning. Pa intervallet > 0 ges f av f(x) = 22 +1, och déir
giller att f(x) > 1 och att f &r stringt vixande. Pa intervallet
r < 0 ges funktioen av f(x) = 2%/3, och f(x) < 1 och stringt
vixande dven pa detta intervall.

Om f(zg) = yo > 1 maste darfor zy > 0, och eftersom f ar
strangt vaxande pa x > 0 finns det bara ett sadant xy. Och om
f(zo) < 1 maste xy < 0, och da f &r stdngt vixande dven pa
intervallet z < 0, finns det aterigen bara ett sadant zy. Alltsa &r
[ injektiv och dérmed inverterbar pa sin virdeméangd V. Lat
f~! beteckna f:s invers.

Eftersom f(z) > 0 for alla x, och gar mot 0 da  — —oo och
gar mot +o0o da x — +oo, ar Vy = (0, +00). Alltsa &r

Dy =V;=(0,400) och Vp1 =D;=(—00,00).

For att bestdmma f~!(y) l6ser vi ut  som funktion av y ur
y=f(z).Omy >1vet viatt z > 0 och vi far

y=2"+1 <= =y — 1.

Om y <1 &r x < 0 och da far vi
y=2""° — longzg < = = 3log,y.

Svar. f ar inverterbar med invers

f_l(x) _ {\/:c —1,for x > 1,

3log, x,for 0 <z < 1.
Dj-1 = (0,+00) och Vi1 = (—o00, 00).




DEeL II

(4) a) Vilket &r det minsta naturliga tal m som har bade 126 och 770
som delare? (Det dr detsamma som att fraga efter den minsta
gemensamma nédmnaren m vid addition av typen 13- + 7;;0)

(2p)
b) Vilket &r det storsta naturliga tal som &r en delare i bade
126 och 770 7 (2p)

Losning. Primfaktorisering ger
126=2-63=2-3"-7

och
770=10-77=2-5-7-11

Det minsta naturliga tal som har bade 126 och 770 som delare
(det vill séga deras Minsta Gemensamma Multipel MGM, som
ocksa dr vad som kallas Minsta Gemensamma Namnare MGN
vid brakrikning) &r det minst tal som innehaller alla primfak-
torer till varadera talet. Alltsa &r

MGM(126,770) =2-3%-5-7-11 = 55-126 = 9 - 770 = 6930.

Den storsta gemensamma delaren SGD &r det det tal som bestar
av alla gemsamman primfaktorer,

SGD(126,770) =2 -7 = 14.
Svar. a) 6930 b) 14

(5) Bestdm den konstanta termen i utvecklingen av (¢* + ¢=2)°.
Losning. Binomialsatsen ger att
6 °. /6 . /6
x —2z\°% _ z\6—k( —2z\k _ (6—3]{2)I.
(e" +e7*) kzzo(k)<€) (e7) kzzo(k)e

Den konstanta termen &r den som inte beror pa x, som fas far
k sadant 6 — 3k = 0, dvs k£ = 2. Den konstanta termen ar alltsa

(e = (o= () - L

Svar. 15




(6) Antag att 0 < v < 7 och att cosv = 0.6. Berdkna

a) sin(§ —v) b) sin(—wv) c) cos2v d) cosj

Varje deluppgift i uppgift 6 ar véird 1 p.

Du far anvénda dig av att cos(z — y) = coszcosy + sinzsiny
och att cos’z + sin?z = 1 for alla 2,y € R. For att fa full
podng maste du hérleda alla 6vriga trigonometriska formler du
anvéander dig av.

Losning. Vi konstaterar forst att 0 < v < 7 och att cosv =
0.6 medfor att 0 < v < /2 (ses fran enhetscirkeln).

a) Med hjalp av lamplig figur 6ver enhetscirkeln med vinklar
u och m — u markerade, ser man ur kongurenta trianglar att
sin(m/2 — u) = cosu. Sa alltsa &r

sin(g —v) = cosv = 0.6.

b) Om 0 < v < 7/2 & —7/2 < —v < 0 vilket medfor att
sinv < 0 . Trigonometriska ettan cos? z + sin?z = 1 ger da att

sinv = —vV1 —cos2v = —v/1—0.36 = —v0.64 = —0.8.
c)

cos 2v = cos (v — (—v)) = {enligt given formel} = cos v cos(—v)+sin v sin(—v).

Fran enhetscirkeln fas att cos(—u) = cos u och sin(—u) = —sinu
for alla u. Tillsammans med trigongometriska ettan och ovanstaende
ekavation ger detta

cos 2v = cos v cos(—v)+sinvsin(—v) = cos® v—sin®v = 2cos’ v—1 = 2:(0.6)*~1 = —0.28.
d) Om v ersétts med v/2 fas pa samma sitt som i c¢) att

1
Ccos v :200323— ]l <— COSZ% = $ =0.8.

Eftersom 0 < v < 7/2 ér 0 < v/2 < w/4 , sa cosv/2 > 0.
Foljaktligen &r

cos g = v0.8.

Svar. a) 0.6 b) —0.8 ¢) —0.28 d) /0.8




DEL III

(7) Avgor vilka reella tal x som uppfyller olikheten
|2 + 2z + 4] < |z —4].

Losning. Eftersom
2’4+ 2r+4=(x+1)>+3>0, forallareellax

ar |22 + 2z + 4] = 2% + 22 + 4 for alla reella z.

Antag nu forst x > 4, da ar |z — 4| = x — 4 och given olikhet
ekvivalent med

5 5 1, 31
H2r+4d<r—4 <= r"+2r+8<0 (a:+§) +Z<O’

vilket aldrig &r uppfyllt eftersom vénster led &r summan av en
kvadrat och ett positivt tal. Alltsa finns inga z i intervallet
x > 4 som loser olikheten.

Antag nu istédllet att x < 4, da &r |z — 4| = 4 — x och given
olikhet ekvivalent med

?+2r+4<d—1 &= 1°+31<0 < x(z+3)<0.

Den sista olikheten &r uppfylld da de tva faktorerna x och (z+3)
har olika tecken, dvs da —3 < x < 0. Sadana x uppfyller ocksa
antagandet x < 4.

Svar. -3 <z <0

(8) Anvind linjédr approximation for att bestdmma ett ndrmevérde
till v/24.8. Illustrera med en tydlig figur.

Losning. Vi gor linjir approximation av funktionen f(z) =

kri kt = 25. Vi berdk 25) =5, fl(zr) = ——=
vz kring punkten x i beréknar f(25) , () NG
1

och f'(25) = ——= = 1/10. Formeln for linjar approximation

2v/25

ger

V248 = f(24.8) = f(25—0.2) & f(25)+f'(25)(—0.2) = 5o <_—1) =5

10\ 5

Dértill en figur som visar grafen y = /2 kring x = 25, samt
tangentlinjen y = L(x) = 5+ 1/10(x — 25) i (25,5) och en
forklaring som visar att den linjdra approxiamtionen innebér
f(24.8) approximeras med L(24.8) .

Svar. 4.98

1 249
—— ="y
50 50



(9)

Som bekant kan vi uttrycka naturliga tal i andra talbaser dn bas 10, till exempel géller
att (41)10 = (1112)3. (Detta behdver du inte visa.) Lat oss bestdmma att den ledande
siffran ska vara # 0, till exempel tillater vi inte att talet ”fyrtioett” skrivs som (041)19

eller (001112)3.

Vilket ar da det storsta respektive minsta naturliga tal som i
bas b kan skrivas med exakt n siffror?
Svaren ska uttryckas i bas 10 och forenklas sa langt som majligt.

Om du l6ser uppgift 9 korrekt i speciallfallet b = 5 och n = 4 far du 1 poéng. Om du
16ser uppgift 9 korrekt i det generella fallet far du 4 poing.

Lésning,.
Ett tal N som uttrycks med exakt n siffror i bas b har formen

N = (dp-1dp—2 .. .dido)y = A 10" b dy b dybtdy = Z dib*

S:

M =

dér varje siffra d; dr nagot av talen 0,1,2,...(b—1) for 0 < <
n — 1 och dessutom d,,_; # 0.

Det storsta vardet S fas genom att gora varje term sa stor
som mojligt, det vill sdga att sétt alla d; = (b—1). Déarmed blir
S

n—1
((b=Db=1)...(b=1)),=> (-1 =(b-1) Zbk
k=0
Summa i sista ledet ar en geometrisk summa med forsta term
= 1 och kvot = b och kan foérenklas till

n—1

Alltsa ar det storsta talet

1
(b—1) Zb"‘ bb_lzb"—l.

Det minsta talet M som kan uttryckas med n siffror i bas b
far vi genom att gora varje term sa liten som mojligt, det vill
sdga vi sétter d; = 0 for alla ¢, utom d,,_1, som ju inte fick vara
= 0, och vi véljer darfor d,,_; = 1. Alltsa ar

(100...0), =1-0""1+0-0"2+---40-b+0=0""



For speciallfallet b = 5 och n = 4 ar de storst talet
S = (4444)s =4-5°+4-5°+4-5+4 =624 =5" -1
och det minst
M = (1000)5 = 5° = 125.
Svar. Det storsta talet S som kan skrivas med n siffror i bas
barS=0"—1(=5"—1=624 om b=>5 och n =4).

Det minsta talet M #r M = b"~! (= 5% = 125 om b = 5 och
n=4).




