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DEL A

(1) Betrakta ekvationssystemet

r — y — 4z = 2
2 + 3y + 2z =
3r + 2y — 3z =

darc ar en konstant och, y ochz ar de tre obekanta.

(a) Visa att det inte finns nagon l6sning till ekvationgeyset onmc = 2. (2)
(b) Bestam det varde pa konstantesom gor att systemet har minst en ldsning och
ange loésningsmangden i detta fall. (2)

Losning. (a) Totalmatrisen till ekvationssystemet ar

1 -1 —4]2
2 3 112
3 2 =3|c

Nar vi utfor Gausselimination pa matrisen far vi i dedta stegen:

1 -1 —4]2 T 1 -1 —4 2 8 1 -1 —4 2
2 3 112 ~ Ty — 27’1 ~ 0 5 9 —2 ~ T2 0 5 9 —2
3 2 —3|c rs — 311 0 5 9lc—6 r3 — To 0 0 Olc—4

Det ar nu klart att ekvationssystemet inte har nagonifigsamc # 4, och speciellt
har ekvationssystemet ingen l6sning need 2.

(b) Av berakningarna ovan har vi att ett nodvandigt krakpnstantemr arc = 4. Nar
vi satter inc = 4 och fullféljer Gausseliminationen far vi

[y
—

©m|aoU‘|
O v
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Detta ger atz = t, dart ar en reell parameter, och att= —% — %t och attx
& + L¢. Losningsmangden kan beskrivas som

8 2
(x,y,2) = <5+11t,—g—9t,5t) : t € R.

Svar:

(b) Systemet har losningar bara am= 4 och da kan dessa skrivas sgm v, z)
(8 +11¢,—2 — 9¢t, 5t) for en reell parametetr
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(2) (a) Definiera vad det betyder att tre vektonew ochw i R* ar linjart oberoende. (1)
(b) Avgor om foljande tre vektoreri* ar linjart oberoende:

u=(1,-1,1,-1), v=(1,2,-2,—-1) och w=(1,—4,4,-1).

2)
(c) Bestam en bas till det underrum (delrun®‘isom spanns upp av de tre ovanstaende
vektorernau, v ochw. (1)

Losning. (a) De tre vektorernai, v och w sags vardinjart oberoendeom den enda
[dsningen till
r1-u+2r9-v4+ar3-w=20
ar (z1,xq,x3) = (0,0,0). Om det daremot finns en losning dar inte alla de tre talen
x1, T2 ochzs ar noll, sa sags, v ochw varalinjart beroende
(b) Nu ska avgoras om

2o (1, =1, 1,—1) + a9+ (1, 2,-2,—1) + 23 - (1,—4, 4,—1) = (0, 0, 0, 0)

har nagra andra losningar &ny, x5, z3) = (0,0, 0).
Detta ar ett linjart ekvationssystemy i, x ochzxs, med totalmatrisen

1 1 110
-1 2 —410
1 -2 41017
-1 -1 —-110
och med hjalp av Gauss-Jordans metod far vi
1 1 110 [ 1 1 110 1
—1 2 —4\0| ratr| [0 3 =310 | gm
1 -2 410 s —T1 0 -3 310 T3+ T2
-1 -1 —-1]0 T4+ 11 0 0 00 T4
11 1]0 L — T 10 2|0
01 —-1]0 T9 01 —1]|0
“loo ool T s | T]0O0 0]0
00 0]0 T4 0 0 0]0

Den fullstandiga ldsningen till detta system erhallag® att satta defria variabeln
x4 till ett godtyckligt talt och sedan uttrycka de babandnavariablernar; ochz,
(trappstegsvariablernd’i ¢. Detta ger attzy, xo, z3) = (—2t,¢,t) =t - (—2,1,1).
Med exempelvig = 1 blir (zq, 29, 23) = (=2, 1, 1), vilket betyder att-2 - u + 1 -
v + 1 -w = 0 och slutsatsen blir att, v ochw ar linjart beroende.

(c) En godtycklig vektoy i det underrum\/ som spanns upp ay, v ochw kan skrivas
pa formeny = z; - u + 2, - v + x5 - w, for nagra tal;, ¥, ochxs, dvs som en
linjarkombination aw1, v ochw.

Men eftersom, enligt (b)-uppgiftesy = —2 - u + 1 - v, sa far vi att

y = (x1 — 2x3) -u+ (w9 + 23) - v,
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dvs en linjarkombination av enbartochv. Det innebar atti ochv spanner upp det
aktuella underrummet/.
Dessutom an ochv linjart oberoende, eftersom tva vektorer som inte aajbelia,
och dar ingen av dem ar nollvektorn, ar linjart oberceend
Vi har alltsdu ochv dels spanner upp/, dels ar linjart oberoende. Darmed utgor
de en bas till det aktuella underrummiegt

O

Svar:
(b) De tre vektorerna ar linjart beroende.
(c) De tva vektorerna ochv utgor en bas foi’ .
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(3) Betrakta den symmetriska matrisen

-2 =8 2

A= | =8 4 —10

2 —10 7
(a) Visa att vektorerna = (1,—2,2) ochv = (—2,1,2) ar egenvektorer til4 och
ange motsvarande egenvarden. (2)

(b) Eftersom matrisen ar symmetrisk kommer oclisé v att vara en egenvektor. Kon-
trollera detta och anvand det for att hitta en basbytessnBtsadan att?—* AP ar
en diagonalmatris. (2)

Losning. (a) Vihar

-2 =8 2 1 18
Au= | -8 4 —10 -2 | =1 —-36 | =18u
2 —10 7 2 36
och
-2 =8 2 -2 0
Av = -8 4 —10 1{=]0]=0-v
2 —10 7 2 0

sau ochv ar egenvektorer med egenvarddsaespektive).
(b) Vi beraknar kryssprodukten
uxv =(1,-2,2) x(=2,1,2)
=(-2-2-2-1,2-(=2) = 1-2,1-1—(=2)- (=2)) = (=6, -6, —3).
For att kontrollera att detta ar en egenvektor kan vi detd den gemensamma
faktorn —3 och far medw = (2,2, 1) att

-2 =8 2 2 —18
Aw = | =8 4 -10 2| =] -18 | =(-9) - -w.
2 -10 7 1 -9

vilket verifierar attu x v ar en egenvektor med egenvarde. Vi har nu tre egen-
vektorer med olika egenvarden och dessa bildar darmed£fobR? och anvander
vi dem som kolonner i basbytesmatrisen

1 =2 2
P = -2 1 2
2 2 1
sa vet vi att vi ska fa

18 0 0
P lAP = 00 0
00 —9

utan att behova utfora invertering och matrismultipli@aer.
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Svar:
(a) u ar en genevektor med egenvaifdeochv ar en egenvektor med egenvarde
(b) En basbytesmatris som diagonalisetages av

1 -2 2
P=11-2 1 2
2 21
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DeEL B

(4) Tva plan i rummet sags skara varandra under rat Vioke deras normalvektorer ar
ortogonala mot varandra. Bestam en ekvation for det pl&A som innehaller linjen
(x,y,2) = (2,1,0) +t-(1,3,1) och som skar planet med ekvatign+ = — 3 = 0 under
rat vinkel. 4)

Losning. Vi ansatter ekvationenz + by + cz = d for vart sokta plan, dar vi alltsa ska
bestamma konstanternab, c ochd. En normalvektor till detta plan ar vektotn, b, ¢).

Denna normalvektafa, b, c) maste dels vara ortogonal mot normalvekt, 1) till
det plan som vart sokta plan enligt uppgiften skar undewinkel, dels vara ortogonal
mot riktningsvektorn(1, 3, 1) till den linje som vart plan enligt uppgiften innehall&n
normalvektor(a, b, c) till vart sokta plan kan darfor bestammas med hjalgkexsspro-
dukt:

(a,b,¢) = (2,0,1) x (1,3,1)=(0-1—1-3,1-1-2-1,2-3-0-1) = (=3, -1, 6).

Det aterstar att bestamma konstantesvarande mot denna normalvektor. Eftersom
vi enligt uppgiften vet att vart sokta plan innehallengten (2,1, 0) (som ligger pa den
givnalinjen), safarviatl = -3-2—1-1+6-0= —7.

En ekvation for vart plan ar alltsa

—3x —y+6z=—T.

Svar: En ekvation for det sokta planet ges-a8x — y + 6z = —7.
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(5) Man vill anvanda minsta-kvadratmetoden for att ugtkparametrarna i en modell dar
en storhet: beror pa storheternaochy enligtz = f(z,y) = ax + by + c. Efter nio
matningar har man foljande tabell av matvarden:

x 0 0 0 1 1 1 2 2 2
Y 0 1 2 0 1 2 0 1 2
z| —=5| =3 1| —4] =2 11 -1 1 4

Tre olika ingenjorer har angripit problemet och kommitnfrall tre olika losningar. In-
genjor A sager att det basta valet(arb, ¢) = (3,3, —7), Ingenjor B talar for(a, b, ¢) =
(2,3,—6) och Ingenjor C for2, 2, —5).

(a) Vilken av ingenjorerna har lyckats bast i minsta-kedchening? (2)
(b) Har nadgon av dem raknat fram den korrekta minsta-lattibningen? (2)

Losning. (a) Vi staller upp problemet som ett dverbestamt lingkvationssystem i de
tre obekantag, b ochec.

( c = -5
b + ¢ = -3

2b + ¢ 1

a + c —4

a + b 4+ ¢ = =2

a + 2b + ¢ = 1
2a + c = —1
2a¢ + b + ¢ = 1

( 2a + 2b + ¢ = 4

Om vi satter in de tre ingenjorerenas resultat i vanstid far vi vektorerna—7, —4, —1, —4,
(—6,-3,0,—4,—1,2,—-2,1,5) respektivg —5, -3, —1, -3, —1,1,—1,1, 3).
Skillnadsvektorerna mellan vansterled och hogerled ®lit, 2,0, —1, —1,0, —1, —1),
(1,0,1,0,—1,—1,1,0,0) respektive0, 0,2, -1, —1,0,0, 0, 1). | minsta-kvadratmetoden
handlar det om att minimera langden av denna skillnadvektom for de tre in-
genjorerna blin/13, v/5 och+/7. Allts& ar det IngenjoB som kommit narmast.

(b) Den minsta-kvadratlosningen ges av de varden panpetrarna som ger kortaste
skillnadsvektor mellan vansterled och hogerled. De#tader nar denna vektor ar
ortogonal mot kolonnrummet till koefficientmatrisen, \étframgar anormalekva-
tionenAT Ax = ATb. | vart fall far vi

15 9 9 3
ATA = 9 15 9 och ATAb = 8
9 99 -8

Eftersom Ingenjor B gav bast parametrar enligt del (gkea det att kolla dessa
varden. Nar vi satter in desssa parametrar i vanstetrietbrmalekvationen far vi

15 99 2 3 3

9 15 9 3| = 9| # 8
9 99 —6 -9 -8

-1,

Y
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Alltsa ar det ingen som har fatt en l6sning till normalakonen.
Svar:

(&) Ingenjor B kom narmast.
(b) Ingen av dem hade den korrekta minsta-kvadratlosminge
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(6) Vihar attB = {f;, f,} ar en bas for ett underruii i R. Vi har tva vektoreg; ochg, i
V' som tillsammans mef] ochf, uppfyller relationerna

{ fi +2g1 = 38,

2f2 — 4g1 = fl.
(@) Visa attB’ = {g;, g»} ocksa bildar en bas far. (2)
(b) Bestam koordinaterna till vektof, — 55, i basenB’ = {g;, g-}. (2)

Losning. (a) Av de givna relationerna har vi dit= —2g; + 3g, och att
fr =2g1 + %fl = 2g1 + %(—2g1 +3g2) = g1 + ;gz.
Vi har att B = {f;, f,} ar en bas for vektorrummét. Detta betyder att varje vektor
i V' kan skrivas som en linjarkombination &vochf,. Av relationerna ovan kaf
ochf, skrivas som en linjarkombination gy och g,. Detta betyder att det linjara
holjet
Sparig:, g:) = V.

Vi har att dimensionen till ar tva, vilket medfor atg; och g, maste vara linjart
oberoende. Med andra ord f;, g2} en bas forll/.

(b) Fran relationerna ovan har vi att

3 3
2f, — 5f; = 2(—2g1 + 3g2) — 5(&1 + 5%2) = —9g1 — 582

Detta betyder att koordinatmatrisen fill, — 5f, i basen{g;, g, } ar

0

Svar:
(b) Koordinaterna for vektoref; — 5f, ar (—9, —3/2) med avseende pa basfg, g»}-
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DEL C

(7) LatV vara det tvadimensionella delrum & som utgor losningsmangden till det ho-
mogena linjara ekvationssystemet

Ty + ® + w3 + mg = 0,
$1—ZE2+I‘3+ZL‘4:0.

Den ortogonala projektionel: R* — V ar en linjar avbildning och kan beskrivas med
hjalp av en matris om vi valjer en bas for domaf&hoch en bas for malrummét. For
R* ar det naturligt att valja standardbasen, men det géséak valja andra baser.

(a) Bestam en ortogonal basfor V (2)
(b) Bestam matrisen for avbildningdn med avseende pa nagon vald bask&droch
basenB for V. (2)
Losning. (a) Delrummet/ ar tydligen nollrummet till matrisen
1 111
A= [1 -1 11 } '

Vi ska bestamma en ortogonal bas till detta nollrum ochtatagtarfor med att
bestamma en bas (som kanske inte ar ortogonal). Med hjaipagra elementara
radoperationer (Gauss-Jordan) overfors den givna sesitA till reducerade trapp-
stegsform:

1111 1011
A—{1—111}_>[0100}—R'

MatrisenR ar pa reducerad trappstegsform med tva trappstegsettor
Nollrummet till en matris paverkas inte av elementaraoptationer, sa nollrum-
men till A och R ar desamma. Den fullstandiga losningen till systeiRet = 0
erhalls genom att satta de fria variablenaoch z, till s respektivet, och sedan
uttrycka de bundna variablerna ochz, i parametrarna ocht. Detta ger att

(1, 9, x3, x4) = (—s—1,0, 8, t) =s-(—1,0,1,0) +¢-(—1,0,0,1).

Ur detta foljer att de bada vektoreral, 0,1,0) och(—1,0,0, 1) utgdr en bas for
nollrummet till matrisenR, och darmed aven for nollrummet till matriséq och
darmed aven for delrummeét.

Med Gram-Schmidts metod erhalls sedan att en ortogonabbas{v, v,} till V/
gesaw; = (—1,0,1,0) och

1 1 1
Vo = (_170707 1) - 5 ’ (_1707 17()) = <_§707 _57 1)

(b) Antag att vi som bas foR? valjer standardbasefe,, e,,e3, e,}, dar t exe, =
(0,1,0,0), medan vi som bas fdr valjer basenB = {v,, v,} fran (a)-uppgiften.
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Matrisen for avbildningeri” (ortogonala projektionen p&) svarande mot dessa
baser ar e x 4-matris varsj:te kolonn anf7’(e;)| s, dvs kordinaterna i base for

den ortogonala projektionen av basvektefmpaV’.

Eftersom basvektorerna, ochv, ar ortogonala sa ges ortogonala projektionen av
e; paV av vektorn

Vi€ Va - €5
-V + * Vo,
ViV Vo Vo
V2~ej

vars koordinater i baseB ar X% resp 2% |
] .- . .- [ vVivi V2rva
Var sokta matris ar alltsa

Vi€ Vi-€y Vi-€3 Vi-e€y 1 0 0
Vi-Vy Vi-Vy Vi-Vy Vi-Vy 2 2 1{—3 0 3 0}
Vore, Vores Vo€ Vo-ey | o | 6[-20 -2 4]
Vo Vo Vo Vg V9 :Vgo V9o -Vo _g 0 _g g

O
Svar:

(a) Enortogonal bas fdr ges exempelvisav; = (—1,0,1,0) ochvy, = (—1/2,0,—1/2,1).
(b) Matrisen for avbildningefd blir
1 {—3 0 30 }

6|-2 0 —2 4

om man valjer standardbaseR1 och base3 i V.
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(8) LatS = {(z, vy, 2)|z* +y*+ 2% = 1} vara enhetssfaren i det tredimensionlla rumfét
En storcirkelpa.S ar skarningen mellas och ett plan genom origoR?. Lat P vara en
given punkt pa sfaref.

(a) Lat @ vara en annan punkt pa sfaren. Visa att det alltid finns n@nsstorcirkel

genompP ochq@). (2)
(b) Bestam de punktef), pa sfaren sadana att det finnsugmik storcirkel genomP och
Q. 2)

Losning. (a) Det finns alltid ett plan som innehaller tre puikt) och origo. Detta kan
vi se pa foljande satt. Ett plan genom origo ges som radlshangden tilbx + by +
cz = 0, for nagot trippek:, b ochc - inte all lika med noll. LatP = (py, p2, p3) och
Q = (q1, 2, g3) vara tva punkt pa sfaren. Ett plan genom punktefhach @ och
origo skall satisfiera foljande ekvationssystem

apy + bpa + cp3 =0
aq; + bgz + cq3 =0

Detta ar ett homogent ekvationssystem i tre okandachc. Da ekvationssystemet
bestar av enbart tva ekvationer kommer det finnas ickéta l6sningar till ekva-
tionssystemet. Varje sa dan icke-trivial ldsning bestéer en ekvation for ett plan
som kommer innehalla punkterig Q och origo. Skarningen av ett sadant plan med
sfaren ger en storcirkel genofMmoch Q.

(b) Tre punkter origaD, P och @ spanner upp ett unikt plan i om och endast O
och OQ ar linjar oberoende. Dessa tva vekto@P och OQ ar linjart oberoende
om och endast om de inte ligger pa samma linje genom a@vigbva punkterP och
Q pa enhetssfaren ligger pa samma linje genom origo om ndast om antingen
P = (@ eller om punkterna ar antipodaia = — P. Detta betyder att om punkten
P = (p1, p2, p3) &r given. DA finns det ett unikt plan gendmoch @ och origo, om
och endast oy # P och@ # (p1, —p2, —p3). Och enbart i dessa fall vill det finnas
en unik storcirkel genon® och@.

O
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(9) Om vi har en triangel med horn i punkterda B och C' i R? ar det intressant inom
datorgrafik att avgora om en ljusstrale fran origh, till en punkt P passerar utanfor
triangeln, eller fangas upp av triangeln.

(a) Om triangeln inte ligger i ett plan genom origo kan vi bigts till {u, v, w}, dar
u=0A,v=0Bochw = OC. Nar vi uttrycker vektorrO P i denna bas kan vi se

pa koordinaterna ifall linjen geno® och P gar genom triangeln. Hur? (1)
(b) Vi kan ocksa se pa dessa koordinater Briigger pa samma sida om triangeln som
O, i vilket fall stralen anda nar tilP utan att traffa triangeln. Hur? (1)

(c) lllustrera metoden ovan genom att utfora rakningdémariangeln med horn 4 =
(5,5,0), B = (5,0,5) ochC = (0,5,5) och de tre punktern&, = (3,5,3), P, =
(3,6,2) ochP; = (2,4, 3). (2)

Losning. (a) Nar vi byter bas kommer triangeln i det nya koordinaisyset att ha horn
i punkterna(1,0,0), (0,1,0) och(0,0,1). Triangeln ar alltsa skarningen mellan pla-
netz +y + z = 1 och den positiva oktanten. Att en strale fran origo till@mkt gar
genom triangeln svarar darfor precis mot att alla koaténar positiva.

(b) For att se om stralen kommer fram eller inte ser vi om ai@nfram i det nya syste-
met, vilket innebar att summan av koordinaterna ar mitistaeh med att triangeln
liggeriplanetr +y + z = 1.

(c) Nar vi har punkternal = (5,5,0), B = (5,0,5) ochC = (0, 5, 5) far vi basbytes-
matris fran den nya basen till standardbasen som

5 5 0
P=|5 0 5
0 5 5
och for att fa reda pa de nya koordinaterna for punkténaP, och P; behover vi

multiplicera dessa koordinatvektorer med invergenvi kan ocksa losa det genom
Gausselimination pa totalmatrisen med de tre koordirkatverna som hogerled.

5 5 03 3 2 1 5 5 013 3 2 i+
5 0 5[5 6 4| ~|re—r|~[0 =5 52 3 2| ~/| —r
05 5|3 2 3 T3 0 5 53 2 3 ro+ 13
5 0 5 6 4 2ry —rs 10 0 05 7
~ 105 =5|-2 =3 =2 |~ |2rp+r3| ~ 0 10 0j1 -1 1
00 10, 5 5 5 T3 0 0 1015 o5 5

Alltsa blir de nya koordinaterna for punkterfig/2,1/10,1/2), (7/10,—1/10,1/2)
och (3/10,1/10,1/2). | det forsta och sista fallet ar alla koordinater positach
stralen gar genom triangeln, medan den i det andra falletitganfor. Summan av

koordinaterna at1/10, 11/10 och9/10. Alltsa nar stralen inte fram i det sista fallet.
U




