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Kapitel 1
Komplexa tal

Om man endast anvinder den reella tallinjen &r det inte mojligt att 16sa ekvationer av typen 2

— -5. Det komplexa talplanet har inga sadana begrinsningar. Losningen till ekvationen z? = -1
ar x = v/—1 = i. Ett komplext tal kan skrivas pa formen z — a + bi och dess konjugat Z — a -
bi. Langden eller absolutvéirdet av z ar |z| = |a + bi| = va? + b2.

Observera att ¢ skrivs som j inom framst elektrotekniken, eftersom den matematiska beteck-
ningen annars skulle kunna forvixlas med beteckningen for strom.

1. Forenkla sa langt som mojligt:
(a)
(34 4i) — (2+ 340)
(b)
52
2. Forenkla sa langt som mojligt:
(a)
(24+14)(2—1)
(b)
(2+1)°

(c)

—~
[a—
|
o~
~—

—~
w
+
<.

~—

3. Visa att
27 = |2|?

4. Forenkla sa langt som mojligt:



(a)

|(3+3i)(2 — 2i)|
(b)

(1= 30)(2 +1)|

Komplexa tal kan ocksa skrivas pa polar form, dar x- och y-koordinaterna bestdms av x =
rcosf och y = rsinf. r definieras som r = |z|. 6 definieras som vinkeln mellan x-axeln och
ortsvektorn for z och kallas dérfor for argumentet for z. For att gora argumentet entydigt
bestdmt kan man vélja att —7 < 6 < w. Den polara formen for z blir sadlunda z = r(cosf +
isinf). Eftersom Eulers formel siger att cosf + isinf — € kan komplexa tal dven uttryckas
pa exponentialform, det vill siga z = re®. Man kan visa att formeln [¢]” = ¢™? giller for
komplexa tal (kallas De Moivres formel).

5. Hitta argumentet 6 som ligger pa intervallet —w < 8 < 7 om:

z2=14+1
(c)
2= —14+V3i

6. Skriv pa exponentialform

z=1—1

(c)
z:\/g—i—i

7. Skriv pa sa enkel form som mojligt

DT1130 Spektrala Transformer o HT 2013



()
(1—)*
8. Visa att
(=144)" = —8(1 +1)
9. Om z9 # z3, visa att

|21] |21]
|22 + 23] - |[22] — |23]]

Ledning: Triangelolikheten och dess bevis.
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Kapitel 2

Sampling och kvantisering

For att omvandla en signal fran analog till digital form krévs tva steg: férst sampling och sedan
kvantisering. Vid sampling anvénds en viss samplingsfrekvens fs och signalen, till exempel z(t),
omvandlas fran att vara tidskontinuerlig till att bli tidsdiskret, vilket kan uttryckas som z(t)—— >
x(nTy), dar samplingsperioden Ty = 1/ f;. Nar man beskriver tidsdiskreta signaler anvinder man
normerade frekvenser vg = fo/fs = foTs.

1. Signalen z(t) = sin(27 fot) med frekvensen fy = 2000 Hz samplas med samplingsfrekvensen
£, = 8000 Hz.

(a) Berdkna den normerade frekvensen vy.

(b) Skriv ett uttryck for den samplade signalen y(n).

2. Signalen z(t) = cos(27fot) skall samplas. Rita upp den samplade signalen for fem olika
frekvenser fy (enligt nedan) nir samplingsperioden ar Ts = 1:

(a) fo=0.1
(b) fo=10.2
(c) fo=0.3

(d)
(e)

(f) Finns det nagra likheter mellan alternativen c) och e)?

Frekvenser utover halva samplingsfrekvensen fs ger upphov till vikningsdistorsion. For att
undvika detta maste signalen antingen sakna energi som ligger 6ver den s k Nyquistfrekvensen
(fs/2) eller annars later man signalen fére samplingen passera ett antivikningsfilter som tar
bort de oonskade frekvenserna. Det gar dven att sampla med en annan, hogre frekvens och
sedan aterga till den ténkta samplingsfrekvensen efter digital filtrering.

3. Vi har signalen x(t) = 2sin(27 fot) som samplas med fs = 8000 Hz. For vilken/vilka av
nedanstaende frekvenser kommer vikningsdistorsion att uppkomma?



Kapitel 3

Filter och Z-transform

1. Compute the frequency response of the filter:
y[n] = z[n] — 0.8z[n — 1]
2. Find the zeros of the transfer function for the filters:
(a)
y[n] = z[n] — 0.25z[n — 2]
(b)
y[n] = z[n] + 0.25z[n — 2]
3. Find the time-discrete feed-forward filter with three terms that has the frequency response:

el — 0.5e7™/3) (7 — 0.5e77/3)
EoE

H(w):(

Hint: cos (w/3) = 0.5.
4. Find the impulse response of the filter with frequency response:
H(w) = (14 e99)?
5. A filter has the following impulse response:
h(n) = [.5,.5]
Compute the output sequence of the filter, if the input sequence is
(a) z(n) =[1,0,1,0,1,0]
(b) z(n) =[1,1,1,2,2,2]
(c) z(n) =1,2,3]
6. A filter has the following impulse response:
h(n) = [3,2,1]
Compute the output of the filter, if the input is
(a) xz(n) =11,0,0,1,0,0]
(b) z(n) = [3,2,1]
(c) z(n) =11,2,3]

7. Rita foljande tidssekvenser.



(a) d[n]

(b) 6[n —2]

(c) o[n] + d[n — 2]
(d) uln]

(e) uln —4]

(f) uln] —u[n —4]
(8) u[-n]

(h) u[4—n]

(a) yln] = z1[n] + x2[n]

(b) yln] = a:1[n] - zo[n]

x [7]

(c) y[n] = x1[n] - 22[-n]
(d) y[n] = z1[n] - 2[4 — n]
tx,[n]

10. Bestdm ett samband mellan insignal z[n] och utsignal y[n] for nedanstaende tidsdiskreta

kretsar.

xn] 1

Hn]

——

—

(a) 1:a ordningens ITR-filter

xn) f_D »n)

L5

(b) 1:a ordningens FIR-filter

11. Rita en realisering till var och en av de tidsdiskreta kretsar som beskrivs av nedanstéende

differensekvationer.
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(a) y[n] — 3yln — 1] = z[n — 1]
(b) yln] = z[n] + Sx[n — 2]
(¢) yln] — $yln — 1] + y[n — 2] = z[n]

12. Bestim faltningen mellan hn] = ()" - u[n] och z[n] = u[n].

13. En tidsdiskret krets beskrivs av nedanstaende graf.

IV
x[n] k—l_-/ I

(<

wd
=
3]

(a) Bestdm systemfunktionen H[z]

(b) Avgor om kretsen &r stabil

14. Bestdm systemfunktionen H|[z] for nedanstéende krets samt avgor om den &r stabil.

+ T
x[n] /J yIn]
(+
N )
T

12

15. En tidsdiskret krets med tva poler och tva nollstéllen har sina poler placeradeip o = 0.9-¢*77.

Skissa amplitudfunktionen da.

(a) nio=—1
(b) ni2=+1
() nig==1
(d) n12==j
() nig= e T

16. Nedan ges pol-nollstallesdiagram till fyra olika tidsdiskreta kretsar. Para ihop vart och ett
med motsvarande amplitudfunktion.
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S I
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1 \.I ;, 4
\\ 0.5 I|II | .
™, |/
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0 0.5 0 0.5
30 4
3 5 ]
20F .
."II 2 , 1
10F / 1 1 /
N ™~ 4
0 —= 0
0 0.5 0 0.5
17. Givet nedanstaende FIR-filter.
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18.

19.

20.

21.

22.

10

a) Bestam kretsens poler och nollstallen

(
(b) Bestdm och rita kretsens amplitudfunktion |H[e/*]|

(d) Vid vilka frekvenser blir |H[e/“]| = 0

)
)
(c) Bestdm och rita kretsens fasfunktion arg{H[e/*]}
)
(e) Viken typ av filter ar det

Bestdm (mha definitionen) Z-transformen till.

(a) z[n] = é[n]
(b) 2[n] = u[n]
(¢) ln] = uln — k]
(d) 2[n] = a™ - uln]

Bestdm (mha definitionen) Z-transformen till.

() a[n] = (3)" - uln]
(b) @[n] = (75)" - cos(§n) - u[n]

(c) z[n] = sin(§n) - u[n]
Bestam tidssekvensen z[n| da.
(@) X[ = 27, 121 > 3

(b) X[2] = 5, 21 > 1

Bestam mha Z-transform utsignalen till en krets i vila med impulssvaret h[n] och insignalen

x[n] da.
() h[n] = (3)" - u[n] och x[n] = u[n]
(b) hln] = (3)" - uln] och z[n] = (3)" - uln]
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Kapitel 4
Fourierserier

n

1. Berikna summan av den geometriska serien 1+a+a?...a" om

3. En komplex Fourierserie skrivas som en reell Fourierserie:

oo

(o)
ft) = Z cpedFwot — ao+z a, cos(nwt)+by sin(nwt) dar ay = cy+c_ och by, = j(cp—c—_k)
k=—o00 k=1

En fyrkantsvag har enligt formelsamlingen de komplexa Fourierkoefficenterna:

iy
o = { -2 om k=1,35,...
0 annars
(a) Vad blir de reella Fourierkoefficienterna?
(b) Varfor ar en av dem noll?

(c) Hérled sambandet mellan komlexa och reella Fourierkoefficienter med hjalp av Eulers
formel.

11



12

. Funktionen f(¢) har perioden 27 och &r udda. Da 0 < t < 7 géller att f(¢) =t — 7. Om man

utvecklar f(t) som Fourierserie far man att
o0

£(t) = _QZ sinnt

n

n=1
Berédkna med hjilp av denna Fourierserie summan av serien

11+1 1+
3 5 7

. Vi har en fyrkantsvag och en triangelvag. De bada vagorna har samma periodicitet.

(a) Med vilken ’hastighet’ gar fyrkantsvigens Fourierkoefficienter mot noll?

(b) Med vilken ’hastighet’ gar triangelvagens Fourierkoefficienter mot noll?

(c) Vilken av vagtyperna klarar av smal bandbredd béttre, d v s vilken vagform distorderas
minst om man undertrycker det hogfrekventa omradet?
Ledning: se a) och b).
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Bilaga A
Svar

Komplexa tal

o [Tl
(a) 1+i
(b) 10i

.
(a) 2=241¢ ochz=2—1i gerzz=>5
(b) z=2+4+1i ger22=3+4i
(c¢) Forlangning med konjugatet till ndémnaren ger svaret

1 2

5 5
o [1

(a) |64 6] = V122 =12
(b) |5 — 5i] = V52 + 52 = 5/2

o [
(a) =0
OFEE
o [0]

(c) z=2¢'s
o [7]

(a) 1+42i

(b) 3

13



Sampling och kvantisering

o I

(b) y(n) = x(nT) = sin(27 fonTs) = sin(2mvon) = sin(5n)
e |2/ (f) Man kan se att samplen exakt 6verensstdimmer med varandra.

e [3| Alternativ (c) och (d)

Filter
oI
H(w)=1-0.8¢79%
o
(a)
_9 2'2 — 025 2 . .
H(z)=1-0.25z"° = —Q  * —0.25 =0 if and only if z = £v0.25 = £0.5
(b)
_9 22 +0.25 2 . . .
H(z) =140.25:7" = ——— — 2°+0.25 = 0 if and only if 2 = +v/—0.25 = +0.5
z
e [3
H(») = (z — 0.56j7r/3)(227 — 0.5¢797/3)
z
22 — 0.5(eI™/3 4 e=I7/3) 2 4+ 0.25
= 10573 477371 4025272
= 1 —cos(m/3)z7! +0.25272
= 1-05z"" 4025272
Thus,
y[n] = z[n] — 0.5x[n — 1] 4+ 0.25z[n — 2]
o [
H(z) = (1427172
= 1422714272
Thus,
hin] = d[n] + 26[n — 1] + d[n — 2] (y[n] = z[n] + 2z[n — 1] + z[n — 2])
14
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(n) =[.5,.5,.5,.5,.5,.5]
(n) = [5,1,1,1.5,2,2,1]
(¢) y(n) =1[.5,1.5,2.5,1.5]

Y
Y

(a) y(n) =13,2,1,3,2,1]
y(n) = [9,12,10,4, 1]
(c) y(n) =13,8,14,8, 3]

a) e)
8[n] ul[n-4)
3 3
2 2
43a2a’ 432 TTT
1 2 3 4 5 6 n 1 2 3 4 5 6
-1 =1
2 2
-3 -3
b) )
8[n-2] ulnl-uln-4]
3 3
2 2
4 3 2 4 ! T 4 3 2 - ! T T T
T2 3 4 5 6 ° 12 3 4 5 6
1 -1
2 -2
3 3
) 2)
3[n]+8[n-2] ul-n]
3 3
2 2

& —o
Lo

1 2 3 4 5 & ©° 1 2 3 4 5 6
B Bl
2. 2
3 3
d h)
uln] ul4-n]
3 3
2 2

§—o
wl—o
a0
wi—o
Py —
& —o
& —o
oo
Lo
-0

5 6
1 1
2 2
3 3

o |8
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c)

a)

x[-n]

n

1 2 3 4 5 6

1.2 3 4 5 6

4 3 2 4

1 2 3 4 5 6

d)

x[nt+3]

1 2 3 4 5 ¢

4 3 2 1

4 3 2 1

b)

4 3 2 1

o |Y

]

a)

vinl

yal

1 2 3 4 5 6

BRG]

4 3 2 1

- ™ o~ -

T8 91

4 3 2 4

1 2 3 4 5 6

b)

4 3 2 4

() yln] — 5yl — 1] = 2[n]

(b) yln]

xz[n — 1]

1
2

zn| +

16
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1
2
1
3

= kretsen stabil

b)

Zous -0
]
o 5 a 8 B

Zueos wrame
o 4 v e
bw

)

d)

Zunans-arzan

e)

Zepn
o o o o
b a8 -

e[[6/A-3;B-1;C-2;D-4
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o 17

(a) pro3=0;np==xj;n3=1
(b) [H[e?]| =2 |sin(%) — sin(%)]

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

pt

(c) arg{H[e™]} = § — % (+ ev. m)

fffffffffffffffffffffffffff

(d) w==%Fw=
(e) Hogpassfilter
o [§
(a) X[z]=1,Vz
(b) X[z] = 5, [2l > 1
() X[e] = 250, |2 > 1
(d) X[z] = %5, [zl > a
o 19
(a) Y[z = 27" - X[Z]
(b) Y[z] = X [Z]
.
(a) X[z = 1, |2l > 3
(b) X[el = 527, |21 > &5
(c) X[z] = s 2] > 1
o 27
() a[n] = (3)" - uln]
(b) z[n] = 5(1 + (=1)") - u[n] = cos®(§n) - u[n]
.
(a) yln] = (2= (3)") - uln]
(b) yln] = (3-(3)" =2+ (3)") - uln]

18
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Fourierserier

o I

(a) 2
(b)

e [2| Jamna: (a), (¢) och (f). Udda: (b), (d) och (e). Alternativ (g) &r varken en jamn eller en

udda funktion.

o [J

(a) ar =0 och

bk:{ - (udda n) }

0  (jidmna n)

(b) ar = 0 eftersom fyrkantsvagen dr en udda funktion, givet att inte fasen dndras

()

f(t) = Y e cpedkwot
= S ore o ck(cos(nwt) + j sin(nwt))
= > pey(ep 4 c—g)(cos(nwt) + j(cr — c—i) sin(nwt))
= ap + Y peq aj cos(nwt) + by, sin(nwt)

% (se Smith, Fourier Series, kap.13, s. 255-260)
1

2
Triangelvagens Fourierkoefficienter gar mot noll med hogre hastighet &n fyrkantsva-
gens Fourierkoefficienter. Darfor klarar triangelvagen béattre av en smal bandbredd.

3

19
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Bilaga B

Formelblad

Komplexa tal

T+ jy = rel® = rcos¢ + jrsin
Im

A
¢ = arctan% r=\z2 42 Ploeeeees :

Eulers formler

y

dT+1=0

Komplexa riknerelger

2 =21+ jy = rel” 20 = Tg + jya = rae’??

21+ 22 =71+ 22+ j(y1 + o)
21—z =21 — 22+ j(y1 —y2)
2120 = (2122 — Y1ya) + (@12 + T2y1) = rirae! W1 T

2 _ (@122 4 yiye) £ (@1 — 2192) 1L j(1-00)

22 x22 4 yo? )

Trigonometriska identiterer

2

sin2a+cos a=1

cos a
sin(a + ) = sinacos B + cos asin 3 cos(a+ ) = cosacos § — sinasin 3

.9 1 — cos2a 2 1+ cos2a
sin” o = ———— cos" o = ————

20



Deriveringsregler

Decibel

Tva signaler med amplituderna A; och Ag har dB-forhallandet 20 log(Aa/A1)
Tva signaler med effekterna Py och P, har dB-forhallandet 10 log(P,/P;)

Samplingsteoremet
En signal som samplas vid frekvensen fs kan rekonstrueras exakt om signalen endast inne-
haller information under halva samplingsfrekvensen, dvs om signalen dr bandbegransad till

fs/2
Faltning
y(n) =x(n)«h(n) = Y h(k)x(n—k)
k=—o00

Faltning © 2D

g(z,y) = f(@,y) s h(z,y) = D Y his,t)f(x—s,y—1)

§=—00 t=—00

Faltningsteoremet
Faltning av tva signaler i tids- /spatialdomédnen motsvarar multiplikation i frekvensdoménen.
Faltning av tva signaler i frekvensdoménen motsvarar multiplikation i tids-/spatialdoménen.

Filter

Ett tidsdiskret linjért filter som beskrivs av differensekvationen

y(n) = box(n)+bix(n—1)+bex(n—2)+...+byz(n— N)
+ary(n — 1) +agy(n —2) + ... + apy(n — M)
har 6verféringsfunktionen

bo+biz Y +bez 24 .. . +byz N
1l—ajz7l—a9z2—...—ayzM

H(z)=

och frekvenssvaret

bo + ble_jw + er—jQw + ...+ bNe_ij

H(w) = - . y
() 1—aje %W —qge=d2w + . — qpreIMw

21
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Kaskad- och parallellkoppling

AD
— A = B® =
H(z) = A(2)B(z) H(z)=A(z) + B(z)
Geometrisk serie
n n+1 1
Zak:1+a+a2+...+a”: a4
P a—1

Fourierserier

En tidskontinuerlig periodisk signal f(t) = f(t+7T) dar T = 377(; kan skrivas som en viktad summa
av komplexa fasvektorer

fty= 3 et

k=—o00

dér vikterna ci kan berdknas ur den ursprungliga signalen med integralen
I :
cL = / f(t)eIkwot gy
T Jo

Nagra vanliga fourierserier

(0
1
—2 om k=1,3,5
Ck — k:ﬂ- - ) b) bR
T2 T t 0 annars
-1
i)
| T
J _
‘ = _H om k‘—173,5,...
T2 T t ki annars
vy
-1

Z-transform

X(z) = Z x(n)z™"
n=0

Nagra anvindbara Z-transformpar

z(n) X(2) Anm.

5(n) | 5@):{(1) e
d(n—k) 2k

F N R P PR
a"u(n)

z(n —Kku(n —k) | 275X (2)
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Diskret fouriertransform (DFT)

N-1
X (k) = Z a(n)e k2 /N

n=0

| Nl
- = jnk2m /N
w(n) = & nz::O X(k)e
Partialbraksuppdelning

1. Faktorisera ndmnaren genom att hitta de komplexa nollstéllerna, t.ex. genom kvadratkom-

pletering.
2. Skapa ett brak for varje gradtal i tédljaren och anta en av féljande ansatser for var och en
av bréaken:
z A n B
(z=p1)(z—p2) z-p1  z2-D2
1 A B
= +
(z=p)(z—p2) 2z2—-p1 z2—p2
z A B

= +
(z=p)? (¢=p)? z-p
Observera att varje ansats kan multipliceras med z for att hoja gradtalet, vilket kan vara

onskvért om man har hégre grad i tdjaren eller om man vill finna transformparen a” <> —*-.

3. Skriv pa samma brakstreck och formulera ett ekvationssystem med en ekvation per gradtal
hos z.

Exempel: Anta forsta ansatsen och hoj gradtalet genom att multiplicera med z pa bagge
sidor. Ekvationssystemet blir:

2% = 2*(A+ B) — 2(Aps + Bp1)

22 1=A+B
2. 0= Aps+ Bp;

A= Y41 B = P2
b1 — P2 b2 —p1

23
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Bilaga C

Extentor med losningar

24
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2F1120 Spektrala transformer for Media
Tentamen 15 december 2005

Tentamen bestar av fem uppgifter dar varje uppgift maximalt ger 4 p. Normalt géller féljande
betygsgranser: 3:10 p, 4: 14 p, 5: 18 p
Tillatna hjalpmedel: rdknare, formelblad

Lycka till!

1

En analog fyrkantvig med frekvensen fy samplas vid fs = 8000 Hz, efter att ha filtrerats med
ett anti-vikningsfilter vid fs/2. Den samplade signalen placeras i vektorn z(n).

a Skissa spektrum upp till halva samplingsfrekvensen av z(n) da fo = 800 respektive 1600 Hz.
Frekvensaxeln ska vara graderad fran 0 till 7, och inbérdes relationen mellan deltonernas
amplituder ska framga.(2p)

b En ny signal y(n) skapas genom att ta vartannat sampel av z(n), dvs y(n) = x(2n). Skissa
spektrum for y(n) da fo = 800 Hz.(2p)

2

I figur 1 ser du frekvenssvar (till véanster) och insignal /utsignal-plottar (till hoger) for ett an-
tal linjara tidsinvarianta sytstem. I insignal/utsignal-plottarna har en fyrkantvag (1,-1) utgjort
insignalen (streckad linje), och utsignalen &r heldragen. Para ihop ratt frekvenssvar med rétt
in/utsignalplot! Observera att det blir ett in/utsignalplot 6ver. Motivera kort varje par. (Ip/
korrekt par)

3

Teknologen Kalle har fatt ett extraknick som assistent pa ett laboratorium. Hans forsta uppgift
blir att forsoka “snygga upp” ett antal brusiga méatdatafiler. Kalles forsta idé &r att filtrera alla
filer med ett rullande-medelvardesfilter av langden 5.

a Hjalp kalle att skriva filterekvationen (y(n) = ...) och dverforingsfunktionen H(z) for filtret.
(1p)

b Kalle tycker att filtret tar bort lite for mycket hogfrekvent information och vill prova nagot
annat, men upptéicker till sin fasa att han skrivit Gver originalfilerna! Efter en sekunds
panik, sa drar han sig till minnes att det ska ga att konstruera ett filter som gor motsatsen,
och far tillbaka originalsekvensen, ur den filtrerade. Tyvérr minns han inte hur...

Hjalp Kalle att fa behalla jobbet, och skriv dverforingsfunktionen G(z) och filterekvationen
for ett filter som dr motsatsen (inversen) till filtret i uppgift a (2p)

1(7)
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c Visa att inversfiltret G fungerar genom att filtrera impulssvaret fran filter H — utsignalen
ska bli en impuls (Ip).

4

Lat h vara en Gauss-kéirna av storleken N x N som beskrivs av funktionen h(z,y) = ae~ @ Hy?)/r?,

N/2
yz/iN/2 h(z,y) = 1.

Lat vidare a och b vara tva bilder, ddr b = a x h (dvs b fas genom att filtrera a med kérnan h).

dar a ar en konstant satt sa att summan av kdrnans element ett: Ziv:/ 2, N2 >

a Beskriv hur b forhaller sig till @ med avseende pa frekvensinnehall, dvs vilken typ av filter
ar h? (1p)

b En ny bild ¢ skapas som differensen ¢ = a — b. Denna operation ar ekvivalent med att
filtrera @ med en annan filterkdrna g, dvs ¢ = a x g. Bestam g(x,y). (Ip)

c Vad ar g for typ av filter? Forklara genom ett frekvensdoménsresonemnang med utgangs-
punkt fran h. (2p)

5

Nér frekvensinnehallet i en signal ska analyseras over tid (t.ex. som ett spektrogram), ar ett
vanligt forfarande att géra FFT pa N sampel a4t gangen, och hela tiden flytta startpunkten ett
bestdmt steg om M sampel, dir typiskt M < N. Om steget M ar vildigt litet, t.ex. bara ett
sampel, sa blir denna metod onddigt kostsam — det visar sig att det finns ett béttre sitt:

Lat X, (k) beteckna en N-punkters DFT for sekvensen z(q)...z(¢+ N —1). Da kan X (k)
(DFT for sekvensen z(q + 1)...x(¢ + N)) rdknas ut ur det foregiende véirdet med foljande
rekursiva uttryck:

Xg1(k) = 2N (X, (k) — 2(q) +2(N + q))

Denna rekursiva metod kallas ibland fér “Sliding DFT” (SDFT), eftersom man later DFT’ns
inputfonster “glida” 6ver signalen, ett sampel i taget.

a Gor en uppskattning for vilka virden pa M som det ar effektivare (réknat i antal multipli-
kationer) att anvinda SDFT &n FFT. (2p)

b Visa, med utgangspunkt i formeln for DFT’n, att ovanstaende rekursiva uttryck stammer!

(2p)
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Losningar

1

a

Fourierseriekoefficienterna for en fyrkantvag ar c; = _k_?r] for udda k, och 0 for jamna k, vi far
deltoner vid fy, 3fy, 5fo osv.

fo =800 Hz (w = 2nfy/fs = 7/5) ger deltoner vid 800 Hz, 2400 Hz (4000 Hz och uppéat tas
bort av antivikningsfiltret). Spektrum kommer att ha tva komponenter, vid 7/5 och 37 /5, dir
hojden péa den andra &r en tredjedel av den forsta.

I
/5 3n/5 b4

fo = 1600 Hz (w = 27/5) ger deltoner vid 1600 Hz, 4800 Hz... endast 1600 Hz passerar
antivikningsfiltret. Spektrum kommer att ha en komponent, vid 27/5.

2m/5 T

b

Att ta vartannat sampel innebér att sampla om signalen till halva samplingsfrekvensen. Detta
innebér att frekvenskomponenternas normerade vinkelfrekvens (w uttryckt i radianer per sampel)
kommer att dubbleras. Det innebéar ocksa att alla komponenter som hamnar 6ver w vid denna
frekvensdubblering kommer att vikas ned.

Forsta komponenten blir 27/5, och klarar sig undan vikning. Andra komponenten blir 67/5,
vilket dr storre &n m och kommer darfor vikas ned till 2pi — 67/5 = 47 /5.

Spektrums tva komponenter kommer alltsa att ligga vid 2% och 4% dér hojden pa den andra
komponenten ar en tredjedel av den forsta.

2m/5 4n/5 w
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1-c
2-e
3-d
4-a
3
a

Frekvenssvaret &r hogpass, ingen DC slipper igenom, utsignalen ska svinga
in mot noll, och det gor den bara i c.

Frekvenssvaret ar ett lagpassfilter med lag brytfrekvens, i princip bara DC
slipper igenom — langsamma rorelser i utsignalen.

Brant lagpass-filter, med hog brytfrekvens “ringningar” uppat nykvistfrekven-
sen. Forstarkning=1 vid w = 0 innebédr att utsignalen ska svinga in mot
insignalen.

Frekvenstopp vid ca 0.27 innebér en svingningsperiod pa 10 sampel, vilket
stdmmer med a, men inte b. DC-férstarkning = 0.5, utsignalen ska svinga in
mot 0.5 x utsignalen, tyder ocksa pa a.

Moving-average-filter av langden 5:

z(n)+xn—1)+xz(n—2)+x(n—3)+x(n—4)

y(n) = 5

ger

Vi soker ett filter G(z) som uppfyller H(2)G(z) = 1.

G(2)

1 )
CH(z) l14zl4z 24234271

vilket ger filterekvationen

y(n) =5z(n) —y(n —1) —y(n —2) —y(n —3) —y(n —4)

C

Séatt z(n) till impulssvaret h(n) :

Sétt upp alla termer i filterekvationen i en tabell och riknar ut y(n) sampel f6r sampel.

n | h(n)
0| .2
1 2
2 2
3 2
4 2
) 0

2F1120 Spektrala transformer for Media e Hostterminen 2005



n | 5z(n) | —yn—=1) | —y(n=2) | —y(n—=3) | —y(n—4) || =y(n)
of 1 0 0 0 0 1
1] 1 -1 0 0 0 0
2| 1 0 -1 0 0 0
3| 1 0 0 -1 0 0
4 1 0 0 0 -1 0
50 0 0 0 0 0 0

y(n) blir en impuls.

4

a

Gauss-kiirnan ar ett lagpassfilter, hogfrekvent innehall har tagits bort ur bilden, den har blivit
“suddig”.

b

c=a—axh

Men a = a * § déar 6 &r en impuls:

/1 om =0 och y=0
8z, y) { 0 annars

(Om man filtrerar en signal med en impuls far man tillbaks signalen sjilv.)
Da kan ¢ skrivas som

c=axd—axh=ax(d—h)
vilket ger att g =6 — h:

g(z,y) = 8(z,y) — e~ @+

C

Eftersom h &r ett lagpassfilter, och 0 lamnar bilden oféréndrad, (sldpper igenom alla frekvenser
lika mycket), sd maste § — h innebéra “hela bilden minus de laga frekvenserna”, och alltsa slappa
igenom mera av de hoga frekvenserna. g ar alltsa ett hogpassfilter.

5

a

En N-punkters FFT'n kréver ca N log N multiplikationer. En N-punkters SDFT kraver en multi-
plikation per frekvensvéirde (k = 0... N—1), dvs N multiplikationer for varje sampel som fonstret
ska flyttas. Detta innebér att om fonstret flyttas log IV steg s& kommer de tva metoderna vara
ungefér lika snabba.

Alltsa: SDFT é&r snabbare nér M < log N, annars &r FF'T att foredra.
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b

DFT-ekvationen ger att

N-1

Xy(k) = 3 aln + g)e 2N

n=0

och

q+1 n_|_q+1 —j27rnk/N

||Fﬂ2

Om vi sedan satter m = n + 1 kan vi skriva

N
Xgs1(k) =Y a(m + q)e72rm=DR/N

m=1

och bryta ut exponentialtermen e/27%/N vilket ger

N
Xq+1(k) _ ej27rk/N Z x(m + q)e—j27rmk/N

m=1
Nu kan vi skriva om summorna genom att separera ut forsta resp. sista termen:

1
X, (k —|—Z:c n+q)e 7j27mk/N

n=1

respektive

N-1
Xyy1(k) = e?2mk/N (Z z(m+ q)e 72N 4 g (N + q))

m=1

Men nu ar det uppenbart att summorna i de tva uttrycken ar identiska, det ar bara olika sum-
mationsvariabler. Vi skriver summan som X, (k) — x(g) och stoppar in i uttrycket for X, 1(k),
vilket ger

Xg1(k) = ™V (X, (k) — 2(q) + (N + q))
Q.E.D.
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2F1120 Spektrala transformer for Media
Tentamen 061218

Tentamen bestar av fem uppgifter dar varje uppgift maximalt ger 4 p. Normalt géller féljande
betygsgranser: 3:9 p, 4: 13 p, 5: 17 p
Tillatna hjalpmedel: rdknare, formelblad

1

Den analoga signalen i figur 1 lagpassfiltreras vid 8000 Hz och samplas sedan med samplingsfre-
kvensen fs.

a Skissa spektrum upp till nykvistfrekvensen av den samplade signalen da fs = 16000 Hz.
Frekvensaxeln ska vara graderad, och deltonernas inbérdes relation ska vara korrekt. (2p)

b Som ovan, men fs = 8000 Hz. (2p)

2

I figur 2 ser du impulssvaren fran ett antal filter. Impulssvaren till vinster kommer alla fran icke-
aterkopplade filter, sk. FIR-filter. Impulssvaren till hoger kommer alla fran aterkopplade filter
(eller ITRfilter), och fyra av dessa utgor inversen till nagot av FIR-filtren till vanster (dvs sétter
man dem i serie blir ssammanlagda impulssvaret en impuls). Para ihop varje FIR-impulssvar med
motsvarande IIR-impulssvar! Observera att det blir ett IIR-impulssvar 6ver. Motivera kort varje
par. (1p/ korrekt par)

Kom ihdg: rotterna till andragradsekvationen

Z4+pz+q=0

ges av
2
=)
2 2
1 - ]
or a
1L .
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02
sekunder
Figur 1.
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3

Gunilla extraknécker som frilansande journalist. Arbetet, som hon skoter mestadels hemifran,
ar till stor del baserat pa telefonintervjuer. Av en bekant far hon lana en liten “lada” for att
tappa av telefonljudet in i datorn for att underlatta transkriptionen. Nar Gunilla har gjort tre
intervjuer lyssnar hon pa sina filer - och far en smérre chock. Det later hemskt, det gar med
nod och nippe att hora vad som ségs... Gunilla, som har last spektrala transformer, studerar
spektrogrammet av en inspelning och konstaterar en kraftig svart linje som l6per genom hela
signalen vid frekvensen 50 Hz - gissningsvis overlagrat natbrum héarstammande fran en daligt
isolerad ndtadapter. Gunilla noterar vidare att telefonsignalens energiinnehall dr koncentrerat
till omradet 400-3400 Hz, och hon inser att det borde ga ganska bra att filtrera bort brummet
med ett enkelt filter.

Hjélp Gunilla att skapa enklaste tdnkbara filter som eliminerar 50 Hz-storningen, men slapper
igenom talsignalen! (Det ska kunna astadkommas med ett icke aterkopplat filter av langden 3,
med ett strategiskt placerat nollstéllespar.) Inspelningarna &r gjorda med samplingsfrekvensen
8000 Hz.

a Ange filterekvationen och éverforingsfunktionen for filtret. (2p)

b Skissa frekvensgangen for filtret fran 0 till 4000 Hz, med bada axlarna graderade. Skissa
dven, med graderad frekvensaxel, spektrum for insignal och utsignal, ddr den onskvérda
delen av telefonsignalen (talet) kan antas ha sitt energiinnehall jamnt fordelat i intervallet
400-3400 Hz. (2p)

a Filtrering av bilder med stora filterkdrnor kan vara en kostsam operation, om man direkt
applicerar formeln for faltning i 2D. Som tur ir finns det nagra tricks att tillga... Beskriv
tva tekniker for att snabba upp filtrering av bilder, och ange for varje teknik

— hur den fungerar, och varfér det gar snabbare

— eventuella begransningar eller restriktioner pa filterkdrnan

(2p)

b Varfor ar det onskvért att en filterkérna ar cirkulért symmetrisk? Ge tvé exempel péa sddana
filterkédrnor! (2p)

5

Subtraktiv syntes kallas en populér ljudsyntesmetod som at minstone fram till digitalteknikens
intdg var den helt dominerande i musiksynthesizers. Huvudidén &r att en enkel killvagform
behandlas av olika filter och forstéarkare (som kan goras tidsvariabla), for att skapa ett ljud som &r
mer intressant och dynamiskt &n ursprungsvagformen. Ordet subtraktiv syftar alltsé pa att man

formar sitt 6nskade ljud genom att skiira (filtrera) bort delar av ramaterialet (killvagformen)®.

a Pa de flesta subtraktiva synthar finns flera kéllvagformer att vélja mellan, sdsom sag-
tandsvag, fyrkantvag och brus. Déremot hittar man mindre ofta sinusvag. Vad kan vara
anledningen till det? (2p)

!Motsatsen heter additiv syntes, dér ljudet byggs upp genom att kombinera ihop ett stort antal sinustoner.

3(7)
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b For att gora killvagformen mer komplex, kan olika tekniker anvindas. Ringmodulation &r

en sadan teknik som man hittar ibland pa synthar, och det &r bara ett finare ord for
multiplikation. Man multiplicerar helt enkelt en vagform med en annan. Beskriv (med ord)
hur spektrum av en fyrkantvag med f0 = 500 Hz paverkas nar den “ringmoduleras” med
en sinusvag pa 100 Hz. ledning: anvind faltningsteoremet (2p)
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Losningar

1

Sagtandsvagen i figur 1 gor tre perioder pa 0.002 s, vilket ger fo = 3/0.002 = 1500 Hz. spektrum
av signalen ges av fourierserien (se formelblad) dér beloppet av deltonernas amplitud avtar som

1/k.

a Lagpassfiltrering vid 8 kHz och sampling vid 16000 Hz resulterar inte i deltoner vid 1500,

3000, 4500, 6000 och 7500 Hz eller 9%, 37 97 3T samt 7 rad/sampel.

a ]

3m/16
15m/16 [rm—

3m/8
3n/4

b Lagpassfiltrering vid 8 kHz och sampling vid 8000 Hz ger vikning av deltonerna mellan
4000 och 8000 Hz, vilket ger deltonsfrekvenserna ger 1500, 3000, 3500, 2000 och 500 Hz

37 3w Tm w s
eller <, °F, &, 5 samt 5 . ..

/8
3n/8
/2
3n/4
T/8

2

Om vi betecknar FIR filtrets overforingsfunktion med H(z) och IIR-filtret med G(z) s& géller
ju att G(z) = H( y- Impulssvaret for FIR-filtret ger direkt H (2) eftersom filterkoefficienterna

for ett icke aterkopplat filter dr lika med impulssvaret, dvs b, = h(n). Sedan kan man berikna
nollstillena H(z) = 0, vilka alltsa blir till poler i G(z).
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Alternativ l6sning: faltningen mellan mellan impulssvaret till hoger och det till vinster ska
bli en impuls om de “passar ihop”. Bara att rikna pa...

1-d impulssvaret {1,0.75,0,0...} ger H(2) = 1+0.752 =1 = #0715 vilket ger noll-
stillet z = —0.75. IIR-filtret far en pol vid —0.75 vilket 1nnebar en svangning
med frekvensen 7 rad/sampel, dvs periodtiden 2 sampel, alltsa d.

2-c¢ H(z)=1+0.752"2 ger nollstillena z = :I:j@. [TR-filtret far polvinkeln 7/2,
vilket innebér en period pa 4 sampel. Detta stdmmer for ¢ och e. Polradien
0.75 innebéar dock en ddmpad svingning, alltsa c.

3-b H(z) =1—2"142" gernollstallenlz—lj:]\/—— 1:I:]2 For
IIR-filtret innebér detta polradie 1 och polvinkel arctan v/3 = /3 dvs en
periodtid pa 6 sampel, vilket bara kan vara b.

4-a H(z)=1-0.752"" ger nollstillet z = 0.75. IIR-filtret far en pol pa positiva
reella axeln < 1. Det ger ingen svéngning, endast avklingning, dvs a.

3
Storningen kan filtreras bort med ett FIR-filter med ett nollstillespar i e*/*0. f = 50 Hz vid

s

fs = 8000 Hz ger wy = 277% = go rad/sampel.

(z—ef0)(z —eT50) 22— z(e/%0 +eT50) 41 T 1, -9
H(z) = > = = :1—2005%2 +z

y(n) = x(n) — 2cos %x(n —-1)+z(n—-2)

Frekvensgangen fas genom att beriikna | H (e/w| for nagra olika virden pa w, t.ex. w =0,m/80,7/4,m /2,37 /4

samt .
4 T T T T T T - 2

3t

ot

i . . . . . . 10 . . . . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Absolutbeloppet av H(w) plottat med y-axel-skalan linjar (till vinster) respektive lograitmisk
(till hoger).
4 T T T T T T o T

0 TR l 1 ! I | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Spektrum av insignalen (heldaragen) samt och utsignal(streckad).
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4

Metod 1: separerbar filterkdrna. Om filterkdrnan ar beskaffad s& att den gar att dela upp i
tva oberoende funktioner av x respekive y s kan summationen i x- och y-led goras separat,
vilket ger en besparing pa en faktor N for en N x N stor filterkdrna.

Metod 2: faltning som multiplikation i frekvensdomdnen. Genom att berdkna FFT'n i tva
dimensioner av bade bilden och filterkérnan, kan faltningen géras som en multiplikation av
de trasformerade bilderna. Resultatet transformeras sedan tillbaka till en bild. Metoden ar
snabbare dn direkt faltning tack vare FFT n.

En cirkulér filterkdrna paverkar bilden pa samma sétt i alla riktningar. Tva exempel &r
Gausskérna och s.k. “pillerburk”, som &ar konstant innanfér en cirkel, och noll utanfér.

5

Metoden bygger pa att det dr en 6vertonsrik kallvagform, s& det blir nagot att filtrera, och
en sinusvag har inga Gvertoner.

Ringmodulation, eller amplitudmodulering, innebér en faltning av signalernas spektra. Om
spektrum fran en sagtandsvag faltas med spektrum fran en sinuston pa 100 Hz, kommer
sagtandsvagens deltoner att forskjutas uppéat i frekvensled med 100 Hz. Men vid denna
faltning beh6ver man &ven ta héansyn till negativa frekvenskomponenter. Sinustonen har en
sadan spegelbild i -100 Hz, darfér kommer &ven en kopia av spektrum att forskjutas nedat
med 100 Hz. Resultatet blir alltsa tva 1:a deltoner pa 400 Hz och 600 Hz, 2:a deltoner pa
900 och 1100 Hz, 3:e pa 1400 och 1600 Hz, osv. Ljudet blir metallsikt, eftersom deltonerna
inte langer ligger pa jdmna multiplar av grundtonen, effekten anvénds ofta for att simulera
klockljud mm, ddrav namnet ringmodulation.

2F1120 Spektrala transformer for Media e Hostterminen 2006



KTH Datavetenskap
och kommunikation

2F1120 Spektrala transformer for Media
Tentamen 070604

Tentamen bestar av fem uppgifter dér varje uppgift maximalt ger 4 p. Normalt géller foljande
betygsgrénser: 3:9 p, 4: 13 p, 5: 17 p
Tillatna hjalpmedel: réaknare, formelblad

Lycka till!

1

En ren sinuston med frekvensen 1500 Hz samplas med fs = 8000 Hz. Samplen placeras i vektorn
x(n). Man skapar sedan en ny signal y(n) = z(n)?2.

a Skissa spektrum upp till halva samplingsfrekvensen for y(n). Motivera din skiss med ett
tydligt resonemang. Frekvensaxeln ska vara graderad. (2p)

b Som ovan, men y(n) = z(n)w(n), dir w(n) samplats pa samma sitt som z(n) fran en
sinuston med samma amplitud som den forsta men med frekvensen 2000 Hz.(2p)

2

I figur 1 ser du ett antal pol/nollstéillesplottar och ett antal impulssvar. Para ihop rétt polplot
med réatt impulssvar! Observera att det blir ett impulssvar 6ver. Motivera kort varje par. (I1p/
korrekt par)

3
Betrakta filtret

22—z+41
52

H(z) =

a Skissa overforingsfunktionens belopp |H (w)|. Vid vilken frekvens infaller dess minimum?
(2p)

b Skriv filterekvationen y(n) = ... for inversen till ovanstaende filter (2p)

Kom ihag: rotterna till andragradsekvationen
24+ pz+q=0

ges av

1(77)
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4

JPEG-kompression bygger pa att bilden delas in i block, dér varje block transformeras med DCT,
vilket resulterar i en koefficientmatris.

a Vildigt ofta &r informationen koncentrerad till 6vre vanstra hornet av koefficientmatrisen.
Vad &r tolkningen av detta, och hur utnyttjas det i JPEG-algoritmen? (2p)

b Hur ska en bild vara beskaffad om informationen istéllet ska koncentreras till nedre hogra
hornet av koefficientmatrisen? (2p)

5
Betrakta filtret y(n) = z(n) + x(n — 1) + z(n — 2) + x(n — 3) + x(n — 4)

a y(n) kan, om man tar hjalp av aterkoppling, skrivas med endast tre termer. Hur? (2p)

b PA ett liknande satt kan filtret

yn) = z(n)+2z(n—1)+3z(n—2)+4z(n—3) +
S5x(n —4) +4x(n —5) + 3z(n — 6) + 2z(n —7) + z(n — 8)

skrivas med endast 5 termer. Gor det!

ledning: studera impulssvaret frin forsta filtret, faltat med sig sjilv(2p)

3(77)
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Losningar

1

x(t) = sin 27 fot dar fo = 1500 Hz
Sampling med f;, = 8000 Hz ger
x(n) = sin 2w fon/ fs = sinwen dar wy = 27 fo/fs = %’T

1 — cos2won

y(n) = z? (n) = sin? won = 5

se formelsamling for sin® a

Spektrum innehaller alltsa frekvenserna 0 och 2wy i lika proportion, dvs tva lika héga “spikar”,
vid 0 och 2T

b
y(n) = z(n)w(n) = sinwyn sinwin
dir wy = 27 f1/fs = § Med hjélp av Eulers formler kan detta goras om till

cos(wp — wi)n — cos(wp + wi)n
y(n) = 5

men cos(z) = cos(—x) vilket innebér att vi lika girna kan skriva

cos(wi — wo)n — cos(wp + w1)n
y(n) = 5

Signalen innehaller alltsa skillanden och summan av de tva frekvenserna, wy — wy = % och

w1 +wg = %T i lika stora proportioner.

Alla frekvenser ligger under m, s& ingen vikning férekommer.

1-d Polradien strax under 1 vilket ger svagt ddmpad svingning. Polvinkeln ar
27 /3 vilket ger svingninsperiod pa 3 sampel

2 -c¢ Endast en pol i origo = rak frekvensgang (paverkar alla frekvenser lika),
impulssvaret blir en impuls.

3 -a Polvinkeln ar 7/2 vilket ger svangnindsperioden 4 sampel. Det méste vara a
eller e. Polen ligger dock ganska néra origo vilket ger stor dampning, alltsa a.

4 - e Polvinkeln ar m/2 vilket ger sviangnindsperioden 4 sampel. Det maste vara a
eller e.Polradien &r dock néra 1 vilket ger liten dampning, alltsa e.

3
[H(w)| = e/ — e + 1]

4 (77)
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a

Téljarpolynomet z? — z + 1 har rétterna z = 11;'\/5 = ¢35, Filtret har alltsa nollstillen pé
enhetscirkeln, och |H(w)| kommer att ha nollstillen vid w = +x/3. Nagra punkter pa kurvan
blir:

e w=0ger |Hw) =1

w=m/3 ger |H(w)|=0

w=m/2ger |Hw)| =1

w=2m/3 ger |H(w)| =2
o w=rmger |[Hw) =3

b

42
22—z+1

Det inversa filtret dr G(z) =
motsvarar filterekvationen

y(n) =y(n—1) —y(n—2) +z(n)

= l—z*}+z*2 vilket ger Y (2)(1 — 27 + 272) = X (2). Detta

4
a

Ovre viinstra hornet av koefficientmatrisen motsvarar laga spatiala frekvenser, dvs. information
som andrar sig lite fran en pixel till néasta, t.ex. vid enfargade eller langsamt varierande falt i
bilden, vilket &r vanligt forekommande. Stora delar av matrisen ofta bestar ofta av nollor, och
kan darfor komprimeras effektivt, vilket ar en av grundieérna bakom JPEG-algoritmen.

b

Om bilden &ndras mycket fran pixel till pixel sa koncentreras informationen till nedre hogra
hornet i koefficientmatrisen. Ett exempel kan vara en bild med varannan svart och varannan vit
pixel, som ett schackbrade.

5
a
Om
yn)=zn)+zn—-1)+z(n—-2)+z(n—3)+z(n—4)
sa kan foregaende véirde y(n — 1) skrivas som
yn—1)=z(n—-1)+z(n—2)+z(n—-3)+z(n—4) +z(n —5)
om man nu subtraherar andra uttrycket fran det férsta far man
y(n) = y(n — 1) = a(n) — a(n — 5)
vilket ger
y(n) = y(n — 1) + a(n) — a(n — 5)

5(77)

2F1120 Spektrala transformer for Media e Hostterminen 2006



b

impulssvaret fran filtret

y(n) = z(n)+2zx(n—1)+3z(n—2)+4x(n —3) +

S5z(n —4) +4x(n —5)+3z(n —6) + 2x(n — 7) + z(n — 8)

ar lika med impulssvaret fran filtret

yn)=zn)+zn—-1)+z(n—2)+z(n—-3)+z(n—4)

faltat med sig sjdlv. Det innebér att vi kan erhéalla det andra filtret genom att kaskadkoppla

tva av den forsta sorten. Filtret i uppgift a har i sin aterkopplade form 6verféringsfunktionen
5

_1—2*

Kaskadkoppling innebér multiplikation av 6verforinsgsfunktionerna, alltsa blir vart nya filter

1) 1 =214 22

1—275 2_1—22*54—2*10
1—=2

Hy(z) = <
vilket ger

Y(2)1 =22 4 272) = X(2)(1 — 2277 4+ 2719
vilket ger filterekvationen

y(n) =2y(n —1) —y(n — 2) + z(n) — 2z(n — 5) + z(n — 10)

6 (7?7)
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KTH Datavetenskap
och kommunikation

DT1120 Spektrala transformer for Media
Tentamen 071217

Tentamen bestar av fem uppgifter dér varje uppgift maximalt ger 4 p. Normalt géller foljande
betygsgrénser: 3:9 p, 4: 13 p, 5: 17 p
Tillatna hjalpmedel: ridknare, formelblad

Lycka till!

1

Ett bilhjul med fem ekrar (se fig. 1) filmas med 25 bilder/sekund. P4 filmen kommer hjulet ibland
att se ut som det roterar framlénges, ibland baklédnges, och ibland som det star stilla, &ven nér
bilen aker framat. Mellan tva pa varandra foljande bilder kommer det att se ut som att hjulet
roterat vinkeln 6 . Ett positivt virde pa # innebér att hjulet ser ut att rotera framlinges. Hjulets
radie &r 20 cm.

a Vad blir § om bilen kér med hastigheten = m/s? (1p)
b Vad blir # om bilen kér med hastigheten 27 m/s? (1p)

¢ Om man vill uppskatta bilens hastighet utifran filmsekvensen, sa inser man att det finns
flera mojliga svar. Ange vad detta fenomen kallas (framforallt i ljud-doménen) samt stéll
upp ett allmént uttryck for bilens hastighet, givet rotationsvinkeln 6 ledning: uttrycket

Man ska i detta antaga att hjulet #r helt symmetriskt m.a.p. de fem ekrarna, och allts bortse fran ev. ventiler,
logotyper, smuts och andra detaljer pa hjulet som inte ar i symmetri med ekerstrukturen.

e T e

Figur 1.
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kommer innehdlla en obestdmd heltalsvariabel, t.ex. k, dir k=0 representerar en losning,
k=1 en annan osv... (2p)

2

I figur 2 ser du ett antal filterekvationer och ett antal pol/nollstéllesplottar. Para ihop ratt
filterekvation med rétt plot! Observera att det blir en plot 6ver. Motivera kort varje par. (Ip/
korrekt par)

3

En konsult inom ljuddesign har utvecklat en signal for anvandning i restaurangmiljo, som pa
tidskontinuerlig form kan skrivas

z(t) = sin(2w1500t) + 0, 1sin(272000t)

Nér signalen spelas upp visar det sig att en storfrekvens pa 1333 Hz smugit sig in och forstort
resultatet. For att eliminera storfrekvensen samplar man signalen med samplingsfrekvensen 8000
Hz och later den passera ett digitalt filter (se figur 3). Dérefter skickas den filtrerade signalen y|n]
till en D/A-omvandlare for rekonstruktion, eftersom man vill aterfa signalen pa tidskontinuerlig
form.

Konsulten ger dig i uppdrag att bestdmma lémpliga varden pa ai, as och as sa att stor-
signalen forsvinner samt att den vackra 2 kHz-tonens amplitud forblir oférdndrad &ven efter
D/A-omvandlingen (de andra frekvenserna behéver inte bibehalla sina respektive amplituder).

(4p)

4

En svartvit bild B beskrivs av f6ljande matris (O=svart, 1=vit)

00000O0O0OOOOOOOOOO
0101010101010101
00000O0O0OOOOOOOOOO
0101010101010101
00000O0O0OOOOOOOOOO
0101010101010101
00000O0O0OOOOOOOOOO
0101010101010101
00000O0O0OOOOOOOOOO
0101010101010101
00000O0O0OOOOOOOOOO
0101010101010101

Bilden B filtreras (faltas) med filterkéirnan K.

a Vad blir den resulterande bilden om K ar

O = O
O = O
O = O
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4

y(n) ==(n) + 3y(n — 1) — Jy(n — 2)

y(n) = z(n) + z(n — 2)

y(n) = z(n) + 0.5z(n — 1) + 0, 5y(n — 1)

Figur 2.
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x[n]

yln]

Figur 3.
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(1p)
b Vad blir den resulterande bilden om K ar

O O =
O = O
= O O

(1p)
¢ Hur bor K se ut om bilden ska bli helt vit? (1p)

d Hur bor K se ut om bilden ska bli inverterad (svarta prickar pa vit botten)? (1p)

5

Nér man beréknar den diskreta fouriertransformen (DFThn) av en sekvens z(n) déar 0 < n < N,
s& innebar det i praktiken att sekvensen skaldrmultipliceras med var och en av DFTns basvekto-
rer. Om signalen z(n) innehéller nagon frekvens som matchar basvektorns frekvens, sa kommer
resultatet av skaldrprodukten (i belopp) bli stort, i annat fall kommer det bli litet.

I det fall da insignalen &r en cosinus-signal som ezxakt sammanfaller med nagon av basvek-
torerna, sa kommer skaldrprodukten bli lika med N fér den basvektor insignalen sammanfaller
med, och 0 for alla andra basvektorer.

Basvektor k ges av

bp(n) = ™ ¥/N (n, =0,1,2... N —1)

Lat nu z(n) = cos(nm2m/N), och visa att skaldrprodukten

N-1
X = Z x(n)e—jnk%r/N
n=0

blir N da k =m samt 0 da k # m
Ledning: utnyttja elulers formler (se formelblad) samt det faktum att e?*2™ = 0 for alla heltal

(4p)
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Losningar

1

Vi kallar den verkliga vinkeln som hjulet roterar pa % sekund for ¢. Bilen kommer da att
tillryggaldgga 25¢r meter pa en sekund, dvs ¢ = 52 dér v dr bilens hastighet. Sétter vi in att
r=02farvig=¢

a Vinkeln mellan tva ekrar &r %’T Sa lange ¢ ar mindre &n halva denna vinkel, kommer den
upplevda rotationen 6 vara lika med ¢. Men alla jimna multiplar av %ﬁ som laggs till ¢
kommer inte att mérkas. Vidare kommer ett ¢ strax under %’T gora sa att hjulet ser ut att

rotera baklinges med, dvs 6 blir negativ ¢ — 2?”

vilket ar precis halva vinkeln mellan tva ekrar. Alltsd kommer den rotation man uppfattar,
0, vara lika med den verkliga rotationen, alltsa 6 = %.
27

b ’U:27T:>¢:?

Vilket ar precis avstandet mellan tva ekrar, dvs 6 = 0.

c Enl. resonemanget i a kan vi skriva
2
6=0+ k%

dér k ar ett godtyckligt heltal

Hastigheten v = 5¢ kan da skrivas som

v =50+ k2~

1 y(n) = z(n) —z(n —2) + 3y(n — 1) — 3y(n — 2) ger éverféringsfunktionen
1— 272

H(z) =
(2) 1—%2*14—%2*2

Nollstéllena ges av 22 — 1 = 0 = z = =1, vilket bara stimmer in pa plot e. Vi behéver
altsa inte rdkna ut polerna (upplysningsvis ligger de dock i z = @( @ + 7).
2 y(n) = z(n) + 3y(n — 1) — fy(n — 2) ger

1 22
H(z) = =
(2) 1—%2_1—#%2_2 22—%2:1—#%

Denna funktion har tva poler, och nollstéllen endast i origio (vilka inte paverkar frekvens-
gangen och inte ritas ut i plottarna i denna uppgift), alltsd maste det vara plot b.
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3yin)=zn)+xn—-2)=H()=1+22= zQZ-QH
Nollstéllen: z = +5, alltsa plot d.

4 y(n) =z(n)+0.52(n — 1) +0,5y(n — 1) ger

140527 2405

H(z) = _
) =105~ -—0s

Nollstélle: z = —0.5, pol: z = 0.5, alltsa plot a

3

Samplingsfrekvensen f; kan ses som ett varv kring enhetscirkeln. Da motsvaras 1333 Hz av
™

vinkeln % och 2000 Hz av vinkeln 5

For att eliminera storfrekvensen pa 1333 Hz: |H(w)| = 0 da z = e% . Filtret kan allts
skrivas som

Jm —jm —jm Jm
2_z2e 35 —zed 4+1)=

%) +1) = k(2* — 22 cos(g) +1) =

K -2 1)) = L 2

22

~—2

For att 2 kHz-tonens amplitud skall forbli oféréndrad: |H (w)| = 1 da z = e*2 ger att k = 1.
Ur filterschemat: 2a;1z[n| + asx[n — 1] + azx[n — 2] = y[n]

ger att H(z) = 2a; + a2z~ ! + azz2.

De bada filterekvationerna skall sammanfalla:

1—z2 422> 2a; +asz" ! +a3272 ger svaret a; = 0,5, ao = —1 och a3 = 1.

4

Faltingen av bilden kan berdknas enligt faltningssumman i formelsamlingen, eller s& kan man
resonera sig fram till resultatet, ungefir som nedan:

a Eftersom filterkdrnan bara sprider sig horisontellt sa kommer de tomma raderna att forbli
tomma. Raderna som innehaller tdnda pixlar kommer daremot att delvis smetas ut. Punk-
terna mellan de ténda pixlarna kommer att fa bidrag fran tva hall och darfor sattas till
tva, medan de tédnda pixlarna bara bidrar till sig sjdlva och forblir ett. Bilden blir alltsa
horisontellt randig enligt monstret

000000O0O0O0OOOOOOOO
1121212121212121
000000O0O0OOOODOOOOO
1121212121212121

(Bilden kommer alltsd att innehélla pixlar storre an 1, detta hanteras i praktiken vid
uppritningen antingen genom normalisering eller klippning,.)

7 (9)
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b Bilden kommer att bli diagonalt randig, enligt samma princip som ovan - de pixlar som
ligger diagonalt mellan de tdnda pixlara kommer fa bidrag fran tva hall och sattas till tva.

c Eftersom de tédnda pixlarna sitter pa varannan position bade i x- och y-led sa kan vi enklast
astadkomma den 6nskade matrisen (helt fylld med ettor) med féljande kérna:

O - -
O - -
O O O

D& kommer varje pixel i den nya bilden bara fa bidrag fran en tdnd pixel i B. Om man
onskar en symmetrisk filterkdrna, sa kan vi astsadkomma det genom att férdela om vikterna
och erhalla

.26 .5 .25
.5 1.5
.26 .5 .25

vilket resulterar i samma bild (dock ej langs bildens kanter). Nu kommer pixlarna hori-
sontellt och vertikalt mellan de tdnda pixlarna fa tva bidrag & 0.5, och pixlarna diagonalt
mellan de tdnda fa fyra bidrag a 0.25.

d Vitar samma filterkdrna som i ¢ (bada varianterna gar bra), men vi “slacker” centrumpixeln:
)

.25 .5 .25
.5 0 .5
.25 .5 .25

denna kérna ger alltsa en bild som blir vit, utom déar det tidigare varit en ténd pixel, dér
den blir svart.

5
Skriv om insignalen enligt euler:

6janﬂ'/N + e—Jjnm2m /N
2

x(n) = cos(nm2n /N) =
Da kan vi skriva skaldrprodukten som
N-1 ejanW/NefjnkQW/N + efjanW/NefjnkZW/N jn(m—k)2n /N + efjn(m+k)2ﬂ'/N

N—le
Xe=2 2 =2 2

n=0 n=0
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Fallet m = k:

N-1 ; N-1
14+ e—]n2k27r/N N 1 )
X, — _ - —jn2k2w /N
CLT T Ttk

Den andra delen i detta uttryck &r en geometrisk serie (en summa av formen ) a™ dér i detta
fallet a = e~ 74k7/N ) vilken enl. formelsamlingen kan berdknas till

e—j4k7r -1
e—J4km/N _ 1

e~ J4kT _ 1 dar k dr ett heltal kommer alltid att bli noll, alltsa blir
Xpy=Fdam=k
Fallet m # k:

Dela upp summan

N1 jn(m—k)2r/N + e—dn(m+k)2m/N

2

n=0
1 tva summor

1 N-1 1 N-1
- § :ejn(mfk)Qﬂ/N + = § :efjn(m+k)27r/N
2 2

n=0 n=0

och berdkna dessa som geometriska serier:

j(m—k)2r _ j(m+k)2mr _
X, — 1 ( e 1 e 1 )

92\ ei(m—k)2r/N _q + ed(m—k)2m/N _q

Men téljarna e?(m=F)27 _ 1 och e/ (m=K)2T _ 1 Qi1 k och m ér heltal kommer alltid att bli noll,
och ndmnarna kommer att vara skilda fran noll ndr m # k, alltsa blir hela uttrycket
Xy=0dam#Ek

Q.E.D
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